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Vorrede. 



Ich machte vor einiger Zeit die Bemerkung, dass zuweilen 
Grenzbedingungen, wie sie sonst der Form und dem Inhalt 
nach genügen, um das Integral einer partiellen Differentialglei- 
chung zu bestimmen, es gleichwohl vollkommen unbestimmt 
lassen. 

In der mathematischen Literatur suchte ich vergeblich 
nach einer Erklärung oder auch nur einer Erwähnung dieser 
eigenthümlichen Erscheinung. 

Ich sah mich daher auf eigenes Nachdenken angewiesen, 
und verstand sie bald bei den partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung, auch gelang es mir, sie bei denen höherer 
Ordnung auf allgemeine Gesetze zurückzuführen* Allein gerade 
hier stellte sich die innigste Beziehung heraus zwischen der 
angedeuteten Frage und dem Fimdamentalproblem der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen, nämlich diesem : in wel- 
cher Art die Integrale ihre willkürlichen Bestandtheile enthalten. 
So wurde das nahe Ziel, welches ich mir bei der Untersuchung 
gesteckt, durch neue immer entferntere, nunmehr vielleicht 
unerreichbare ersetzt, ja die Richtung der Untersuchung ver- 
schob sich dergestalt, dass manches eine grosse Wichtigkeit 
gewann, was früher als unwesentlich erschien, und anfäng- 
lich mit Vorliebe Durchforschtes als bedeutungslos verworfen 
wurde. 

Das vorliegende Heft enthält unt^r dem Titel »Die Theorie 
der Charakteristiken a eine erste Mittheilung aus meinen Unter- 
suchungen. Man wird darin die Interpretation der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung und ihrer Integrale , so 
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wie allgemeine Lehrsätze über die Charakteristiken der par- 
tiellen Differentialgleichungen höherer Ordnung finden. 

Um den Leser mit meinem Standpunkt bekannt zu machen, 
folgt hier eine kurze Darstellung der leitenden Gedanken und 
der Ergebnisse des gegenwärtigen Hefts. 

Betrachten wir das Problem der bestimmten Integration 
gewöhnlicher sowohl wie partieller Differentialgleichungen. 
Man pflegt dieses Problem als ein doppeltes anzusehen. Es 
handelt sich darum , erstens die primitive Gleichung (im Sinne 
von Lagrange] zu finden, und zweitens sind deren willkürliche 
Bestandtheile gemäss den neben den Differentialgleichungen 
gegebenen Bedingungen: Anfangszuständen , Grenzbedingun- 
gen, u. s. f. zu bestimmen. 

Bei den gewöhnlichen Differentialgleichungen 
tritt an Schwierigkeit und Wichtigkeit der zweite Theil des 
Problems gegen den ersten beträchtlich zurück. Die Integrale 
dieser Differentialgleichimgen sind entweder durch die bekann- 
ten analytischen Funktionen in endlicher Form ausdrückbar — 
Tjjiftwas der seltenere Fall ist — oder die Differentialgleichungen 
dienen zur Definition neuer analytischer Abhängigkeiten , und 
dann handelt es sich hauptsächlich um deren präCise Definition 
und Klassifikation , mit eiAem Wort , hier handelt es sich um 
die Hauptaufgabe der Integralrechnung. Dagegen sind die will- 
kürlichen Elemente des Integrals lediglich in der primitiven 
Gleichung enthaltene Parameter, welche in der Regel vermöge 
einer Eliminationsrechnung ihre Bestimmung finden. 

Ganz anders verhält es sich mit den partiellen Diffe- 
rentialgleichutigen. 

Zwar bei den partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung mit drei Variabeln läuft der zweite Theil des Integrations- 
problems im Allgemeinen ebenfalls auf eine Elimination hinaus. 
Auch ist keine Verallgemeinerung der bei der Betrachtung die- 
ser Gleichungen gewonnenen Resultate auf die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung möglich. Das 
Problem, beide Klassen von Gleichungen zu integriren, ist viel- 
mehr ein prinzipiell verschiedenes. So glaube ich denn auch, 
dass von den partiellen Differentialgleichungen Zweiter Ord- 
nung an die bezeichnete Spaltung des Integrationsproblems 
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überhaupt kaum mehr zulässig ist, wenigstens nicht ohn^ dass 
gewisse vorbereitende Untersuchungen angestellt würden, die, 
selbst sehr schwieriger Natur, eine solche Spaltung erst er- 
möglichen müssen. 

Wenn man sich unter dem allgemeinen Integral den »ana- 
lytischen Ort« sämmtlicher partikulären Integrale vorstellt, so 
bin ich der Ansicht, dass ein solcher, allgemein zu reden, nicht 
existirt. Allerdings lassen stets allgemeine Integrale zu unter 
andern die reinlineären Differentialgleichungen , d. h. diejeni- 
gen, welche in Bezug auf die abhängige Variabele und deren 
Differentialquotienten linear zusammengesetzt sind. Dagegen 
giebt es ganze Familien von partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, die zwei coordinirte Klassen von Integralen mit 
sehr umfassender Form haben, aber von solcher Beschaffenheit, 
dass die Integrale der einen Klasse nicht in der anderen Klasse 
enthalten sind, und dass keine Form des Integrals denkbar ist, 
die beide Klassen umfasste. Wenn nun die partikularen Integrale 
einer partiellen Differentialgleichung je nach der Form dieser 
Gleichung mehr oder weniger auf einander nicht zurückführ- 
bare analytische Oerter haben , so ist die Aufgabe , eine par- 
tielle Differentialgleichung unabhängig von jeder Grenzbedin- 
gung allgemein aufzulösen , mindestens ein problema indeter- 
mmatum im Sinne der alten Mathematiker (als ob man z.B. »die 
Wurzel« einer Gleichung dritten Grades verlangte), wenn sie 
nicht gar ein problema absurdum ist. Denn es wäre , scheint es 
mir, vollends sinnlos, alle diese Oerter aufsuchen zu wollen, 
bevor man über ihre Zahl, den Umfang der einzelnen und aller- 
lei andere Dinge nicht vollkommen unterrichtet ist. 

Was dann den zweiten Theil des Problems , den Ueber- 
gang vom unbestimmten zu einem bestimmten Integral betrifft, 
so ist die Ermittelung eines allgemeinen Integrals erfahrungs- 
gemäss häufig die leichtere Aufgabe, während jener Uebergang 
sehr erhebliche Schwierigkeiten darbietet. Und- ist er für eine 
Klasse von Grenzbedingungen geleistet , so braucht er es des- 
halb noch für keine andere zu sein. Uebrigens erfüllt ein all- 
gemeines Integral immer von selbst eine bestimmte Klasse von 
Grenzbedingungen ; und gesetzt nun , man hätte die Beschaf- 
fenheit dieser Klasse erkannt , so wäre nunmehr das Problem 
der Ueberführung eines bestimmten Integrals in ein anderes 
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zu behandeln, welches zwar in gewissen Fällen nicht schwer 
ist, im Allgemeinen aber zu den unzugänglichsten der Analysis 
gehört, indem es auf gemischte Differenzengleichungen führt. 

Das eben flüchtig Angedeutete, so wie manche andere 
Ueberlegungen haben in mir die Ueberzeugung begründet, dass 
es verlorene Mühe wäre , sich mit der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen noch ferner in dem Sinne derjenigen 
Mathematiker zu beschäftigen , welche nur nach Integralen mit 
willkürlichen Funktionen forschten, unbekümmert um deren 
geometrische Bedeutung. 

Man ist vielmehr gezwungen, die partielle Differentialglei- 
chung mit den Grenzbedingungen als ein Ganzes aufzufassen 
und darf beide in der Untersuchung nicht trennen. Nur auf 
diese Weise kann System in die Behandlung der partiellen 
Differentialgleichungen gebracht und die Form ihrer Integrale 
ans Licht gefördert werden. 

Damit aber die Forschung nicht wieder in denselben un- 
sicheren Weg lenke , ist es nöthig , die Grenzbedingungen in 
der Weise zu klassificiren , dass man eine Klasse , als die ein- 
fachste, zuerst der Untersuchung zu Grunde legen kann. Bei 
den partiellen Differentialgleichungen mit drei Variabein liegt 
eine solche Klassifikation sehr nahe, und soll hier für die Dif- 
ferentialgleichungen zweiter Ordnung angegeben werden. 

Die Grenzbedingungen überhaupt bestehen in neuen par- 
tiellen Differentialgleichungen zwischen den Variabein und den 
Differentialquotienten der gegebenen partiellen Differentialglei- 
chung , in denen die Argumente und die abhängige Variabele 
als durch gewisse Gleichungen verbunden gedacht sind. We- 
nigstens lassen sich die Grenzbedingungen immer in diese Form 
bringen. 

In einer vorgelegten partiellen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung sei z die abhängige Variabele , x und y seien die 
Argumente und alle drei Variabein denke man sich reell , so 
dass sie als die rechtwinkligen laufenden Coordinaten einer 
Oberfläche angesehen werden können, aus deren Gleichung die 
vorgelegte Differentialgleichung durch Differentiation und Eli- 
mination hervorgeht. Diese Oberfläche mag »Integraloberfläche« 
heissen. 
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Die Integraloberfläche ist nun bestimmt erstens durch fol- 

4 

gende Form der Grenzbedingung. Es wiiü verlangt, dass sie 
durch eine gegebene rliumliehe Kurve gehen soll, und dass 
die Mchtung ihrer Normale für jeden Punkt der Kurve eine 
gegebene sei. Weil hier die Grenzbedingung nur eine Kurve 
d. i. eine Folge von Punkten betrifft, heisse diese Form der 
Grenzbedingungen einläufig. Auf jene Normalform derein- 
läufigen Grenzbedingung ist unter andern der Fall zurückfuhr- 
bar, wo längs einer Kurve eine Gleichung zwischen den Va- 
riabein und den partiellen Differentialquotienten von z bis zu 
einer beliebigen Ordnung gegeben ist. Nur ist dann ein« ge- 
wöhnliche DiflFerentialgleichung aufzulösen, um die Richtung 
der Normale als Funktion der Coordinaten ihres Fusspunkts 
auf der Kurve zu finden. 

Femer besteht die zwei läufige Grenzbedingung der 
Integraloberfläche darin, dass man von ihr verlangt , sie solle 
zw^ei gegebene räumliche Kurven enthalten, oder längs zweier 
Kurven gegebene Bedingungen erfüllen. 

Ausser den oben angeführten Grenzbedingungen lassen 
die Differentialgleichungen noch andere zu, die eine Klasse für 
sich bilden, mit der vorläufig wenig zu machen sein wird: 
wenn nämlich die Integraloberflächen mehrerer Differential- 
gleichungen oder mehrere Integraloberflächen einer Differen- 
tialgleichung gemeinsame Grenzbedingungen zu erfüllen haben, 
wie dies in physikalischen Theorien (z. B. in der Theorie der 
Capillarität) vorkömmt. 

Wenn wir nun eine solche Form der Gleichung der Inte- 
graloberfläche, welche die auf die einläufigen oder zweiläufigen 
Grenzbedingungen bezüglichen Grössen als unbestimmte Funk- 
tion^zeichen enthält, festgestellt haben , so hat es einen Sinn, 
diese Form ein einläufiges oder zweiläufiges allgemei- 
nes Integral zu nennen, und es ist daher ein prohlema deter- 
mmatum nach der Zusammensetzung z. B. des einläufigen all- 
gemeinen Integrals der partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung zu forschen. 

Indem ich mich mit dieser Aufgabe beschäftigte , wurde 
es freilich nöthig, sie noch mehr einzuschränken, indem für^s 
£rste nur solche partielle Differentialgleichungen in Be- 
trachtung gezogen werden konnten, bei denen die Grösse 
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T") ~ '^ "ä — öF wesentlich positiv ist. [F=0 ist die partielle 

Differentialgleichung und r, s, t bedeuten die zweiten Differen- 
tialquotienten von z nach cccc, xy, yy.\ Die Gründe dafür Jßndet 
man im vorliegenden Hefte. 

Unter der erwähnten Einschränkung enthält der letzte Ab- 
schnitt dieses Hefts gewisse Betrachtungen , die man als erste 
Annäherung zur Entdeckung der Form des allgemeinen einläu- 
figen Integrals ansehen darf : ich meine die dort entwickelten 
Grundzüge der Lehre von den »spontanen Grenzen« der Inte- 
graloberfläche , d. i. der Grenzen bis zu welchen ein, durch 
ein endliches Stück einläufiger Grenze , bestimmtes endliches 
Stück Integraloberfläche sich erstreckt. Die sonstigen im letz- 
ten Abschnitt mitgetheilten Sätze über die Charakteristiken 
sind nothwendiges Material zu dieser und zur ferneren Unter- 
suchung. 

Zur Literatur des Gegenstandes bemerke ich, dass , wo es 
von Interesse sein konnte, die einschlägigen Abhandlungen citirt 
wurden. Es sind dies hauptsächlich ältere französische. Der 
erste Mathematiker, welcher mit Bewusstsein den richtigen 
Weg betrat, ist Fourier, doch seine denkwürdigen Theorien 
liegen, weil nur lineare Gleichungen betreffend, abseits mei- 
ner Untersuchung. Dagegen hat uns kürzlich Biemann die 
Schalldifferentialgleichung einläufig allgemein integriren ge- 
lehrt , und es beruht seine Methode auf einem Gedanken, den 
ich als einen wahrhaft bahnbrechenden Schritt in der bezeich- 
neten Bichtung erachte. Zum Gegenstande des vorliegenden 
Hefts steht er in der innigsten Beziehung, und ist daher gebüh- 
rend berücksichtigt worden. 

Partielle Differentialgleichungen mit mehr als drei Varia- 
bein habe ich, weil unzugänglich der bezeichneten Art geome- 
trischer Interpretation , nicht in das Bereich der Betrachtung 
gezogen. Indessen ist, angesichts der schönen Untersuchun- 
gen Carl Neumann's über die Differentialgleichung der Wärme- 
vertheilung, die Hofihung berechtigt, dass überhaupt die in 
Bezug auf partielle Differentialgleichungen mit drei Variabein 
gewonnenen Besultate einen Wink für die Behandlung solcher 
mit vier Variabein geben werden. 
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Die Methode der Untersuchung ist im Allgemeinen die 
synthetisch-geometrische. Ich bin bestrebt, auf Grund einer 
geeigneten Interpretation der Differentialgleichung deren Inte- 
gralofcrflächen zu construiren. Eine gewöhnliche Differential- 
gleichung kann als eine partielle angesehen werden , der die 
partiellen Differentialquptienten nach der dritten Variabein feh- 
len. Die integrale der gewöhnlichen Differentialgleichungen 
lassen sich durch Kurven in der Ebene vorstellen. Ist die ge* 
wohnliche Differentialgleichung erster Ordnung , so enthält sie 
eine Bestimmung für die Lage der Normale der jeden Punkt 
der Ebene passirenden Integralkurve , sie liefert die Richtung 
der Normale als Funktion der Coordiuaten ihres Fusspunkts. 
So ist eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 
eine Relation zwischen den Coordinaten eines Punkts, der Rich- 
tung der Normale und der Länge des Krümmungshalbmessers 
einer jenen Punkt passirenden Integralkurve der Differential- 
gleichung, u. s. f. 

Ganz ähnlich ist die Interpretation der partiellen Differen- 
tialgleichungen mit drei Variabein. Eine partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung ist eine Relation zwischen den Coor- 
dinaten eines Punkts $ im Räume und den Grössen, von denen 
die Richtung der Normale an eine den Punkt ^ passirende In- 
tegraloberfläche abhängt, die Normale in diesem Punkt errich- 
tet gedacht. Die Normale kann dann ein Strahl einer gewissen 
Kegelfläche sein, deren Spitze der Punkt $ ist. Eine partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung endlich ist eine Relation 
zwischen Richtung der Normale, Lage und Grösse der Haupt- 
krümmungen für einen Punkt einer Integraloberfläche und den 
Coordinaten dieses Punkts. Die Coordinaten des Punkts betra- 
gen drei Grössen, die Richtung der Normale hängt von zwei 
Grössen ab, Lage und Grösse der Hauptkrümmungen hängen, 
die Richtung der Normale als bekannt vorausgesetzt , von drei 
Grössen ab , und acht Grössen enthält auch eine solche Diffe- 
rentialgleichung in ihrer allgemeinsten Form. 

Die Construction der Integraloberflächen der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung habe ich auf Grund der 
eben mitgetheilten Interpretation im gegenwärtigen Hefte voll- 
ständig gegeben. Dagegen gelange ich hier noch nicht bis zur 
Anwendung der Interpretation der partiellen Differentialglei- 
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chung zweiter Ordnung. Hinsichtlich der Construction von 
Oberflächen kann ich behaupten, dass man in diesem Hefte 
deren streng richtige wird kennen lernen, nämlich solche, 
die wirklich gegen eine stetige Oberfläche convergiren ,^ wenn 
die zur Construction benutzten Elemente verschwinden, was 
von den mir bisher bekannt gewordenen Constructionen nicht 
'behauptet werden kann. 

Die Darstellung folgt genau dem Weg, den die Untersu- 
chung eingeschlagen. Lehrsätze werden nicht hingestellt und 
dann bewiesen, sondern sie werden entwickelt. 

Da die Betrachtungen grösstentheils geometrische sind, 
die zuweilen der Vorstellung etwas schwer fallen mögen , so 
wird der Leser ersucht, sich selbst die nöthigen Figuren dazu 
zu zeichnen. Der Verfasser hat es vorgezogen, keine Fi- 
guren dem Werke beizufügen, weil man sich, wie ihm scheint, 
in Raumvorstellungen nach einer deutlichen Beschreibung bes- 
ser zu Orientiren pflegt, als nach einer Zeichnung. Denn in der 
Raum Vorstellung der Einzelnen obwaltet eine so grosse Ver- 
schiedenheit, dass die fremde Zeichnung selten die beim Lesen 
in uns keimende Anschauung deckt, dagegen sie leicht ver- 
wirrt. 

Bei der Länge der Untersuchung, deren vielfach wechseln- 
den Richtung und der Entfernung meines Wohnsitzes vom 
Druckorte, konnte es nicht ausbleiben, dass sich einige Unrich- 
tigkeiten in die Darstellung einschlichen. Allein sie betreffen 
nur Beiläufiges und sind theils nicht der Erwähnung werth, 
theils werde ich sie an einem späteren Orte berichtigen. Hier 
anzuführen ist nur, dass die Betrachtung des §. 22 allgemeiner 
Gültigkeit entbehrt. 

Berlin, im April 1864. 

Der Verfasser. 
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Erster Abschnitt. 

Ueber die Construction der Differentialgleichungen mit drei 

Variabein. 

I. Cap. Vorbemerkungen S. 1 

§. i . Ein Verfahren , die Auflösung von Differentialgleichungen 
mit drei Variabein, welche der Bedingung der Integrabilitöt 
genügen, von der Auflösung einer gewöhnlichen Differential- 
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Ueber die Constmction der Differentialgleiehungeh 

mit drei Vaxiabeln. 



I. Vorbemerkungen. 

lieber totale Differentialgleichiuigen, die der Bedingung der 

Integrabilitat genügen. 

Wird aus einer Gleichung f (oj, y, js, a) = und ihren 
beiden partiellen Derivirten nach cc und nach y : 

ein Parameter a eliminirt, so erhält man zwei Gleichungen : 

F [x, y, z, p, ?) = 

• ^1 (^, y, ^, Fl ?) = 0, 
mit Hülfe deren man p und q als Functionen von a;, y, ä bestim- 
men kann. Es sei : 

p = 5P ((T, y, z) 

q = 5Pi(a5, y, z) 
dann genügt die totale Differentialgleichung : 

dz = qpcfcc -I- g)idy 
der Bedingung der Integrabilitat. 

Um diese Differentialgleichung zu integriren, d. h. um 
daraus die Gleichung /*= zurückzuerhalten, pflegt man so zu 
verfahren, dass man z. R. die gewöhnliche Differentialgleichung 

y- = 5P (a?, y, z) auflöst, in:dem man y als constant ansieht. Die 

Integrationsconstante , welche diese Auflösung einführt , kann 

P. DU Bois-Bbtmomd, Beiträge. 4 

m 
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dann noch y enthalten. Djpse Abhängigkeit wird bestimm! 
durch Einsetzen des Werthes von z, der die DiflFerentialglei- 

chung -sr- = g> [x, y, z) erfüllt, in die Differentialgleichung 

-jr— = q)^ [x, y, z) . Bei diesem Verfahren kann man zwar mit 

einer Wahrscheinlichkeit = */, darauf rechnen, dass jene In- 
grationsconstante kein y mehr enthält, dass es also bei der 
ersten Integration sein Bewenden hat, allein es dürfte von In- 
teresse sein, eine Methode kennen zu lernen, nach welcher 
man die Integration der Gleichung dz^=siq>dx-^q)^dy stets auf 
diejenige niDr einer gewöhnlichen Differentialgleichung zurück- 
führen kann. 

Ihr Integral /*= 0, da es nuf eine willkürliche, d. h. 
nicht in der Differentialgleichung vorkommende Constante ent- 
hält, ist die Gleichung einer einfachen Oberflächenschaar und 
(te, dy, dz sind die Projectionen des Elementes einer Kurve 
in einer dieser Oberflächen auf die Coordinatenaxen. Um jede 
(jLberflüssige Allgemeinheit zu vermeiden, legen wir durch die 
z Axe eine Ebene, deren Gleichung sein wird : 

y 55? ax. 
Eliminiren wir nun aus den Gleichungen 

dzssiq>dx'-k-q>^dy^ 
y^acc, 

dy^adx 
die Grössen y und dy, wodurch man erhält : 

-^ = y (o?, ax, ä) + a 9, (a?, acc, z), 
so ist dies die gewöhnliche Differentialgleicl\ung der Schaar der 
Schnittkurven der Ebene ys^ax mit der^ OberflächeiuBchaar 
/•= 0. Ihr Integral sei : 

c =s xp (x, Zj a), 
so ist c eine Function von a, die man bestimmt, indem man die 
Variabein auf die z Axe bezieht, w^o a? s= ist, und zasg^ sein 
mag. Dann ist 

xp (0, Zq a) = xp {x, z, a) 

und wenn man nun ~ für a zurücksetzt : 

V(0.^.,-|)=V(a^,^,f), 
so ist dies das gesuchte Integral der Gleichung dz=g)dx-hq>i dy. 
Diese Methode wird unbrauchbar, wenn die Individuen der 
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QbeilQächenschaar /*» sich in der Weise berühren, dass sie 
alle denselben Punki der js Axe schneiden, wie diesu. a. der 
Fall ist, wenn z^ unendlich wird. Dann hat man für y und dy 
2. B. ihre aus der Gleichung : 

gezogenen Werthe zu setzen, wo x^ und y^ die Coordinaten 
eines Punktes bedeuten, für welchen jener Umstand nicht ein- 
tritt. Ist nun 

C*a^{(ß^ Z, O, flCo/yo) 

daa Inte^at der Differöntialgleichung : 

so besMjmmt sich die Constante folgendermassen : 

und dieses Integral lässt sich , wenn man für a seinen Werth 
^" ■ ^J zurücksetzt, stets auf die Form : 

bringen. 

Erstes Beispiel. Es sei die Gleichung 

vorgelegt. Differenzirt man sie, so folgt : 

ö=rrf-5{a;(/?,-/9)+y(y,^y)+<J,-(J| 

+dcc{M/^-/*,)+y(/?yt) + (/»<J.)| 

^'^dy\z(r-ri)-f{ßri)^ir^)\% 

welche Gleichung wir nach der oben angegebenen Methode in- 
tegriren wollen. Setzen wir ax und adx statt y und dy, so 
erhalten wir : 

und die&e Gleichung giebt integrirt : 

wo c die Integrationsconstante vorstellt. Nun haben wir x = 
und z^ statt js zu setzen, um c zu bestimmen. Es wird dann : 



*) Ich werde in dieser Abhandlung stets Determinanten von der 

Form : a. 6» — o, 6. oder — ?E. — 5C» — a(£_a(f^^ ^ ^ ^^ wenn man die 

da; dSy dy dx 
Form des Subtrahend aus der Form des Minuend ohne Weiteres ersieht, 

der Kürze wegen so schreiben : (a^fcii), ( -?^ -r^ i» ®^' 
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Diesen Werth von c in das eben gefundene Integral eingeführt ; 

statt a gesetzt — ; Zo bestimmt , mid auf die linke Seite der 

Gleichung gebracht, die rechte aber gehörig reducirt; folgt: 

_ Jg (^1 -cf) +(?, ißx^yy) -<r(Aa?+y,y) 

Wenn man in der Gleichung a = etc., von der wir aus- 
gingen, die Constante a dadurch bestimmt, dass man 07=0, 

y = 0, 5f = j5q setzt, so erhält man a = ^ > , und wi^m nun 

der Werth von z^ aus der Gleichung : 

hergeleitet wird, so erweiset er sich mit dem vorigen identisch. 
Zweites Beispiel: für den Fall, wo von der allgemeine- 
ren Substitution y— y© = a [x^Xq) Gebrauch gemacht werden 

muss. Es sei : 

xyz = c. 

Diese Gleichung giebt differenzirt : 

yzdx + xzdy + xydz a= 

und wenn man substituirt : 

Diese Gleichung hat zum Integral : 

Bestimmt man nun die Constante, indem man x^ statt x, 
Zq statt j3 schreibt, so folgt c^ssx^y^z^y und das Integral er- 
halt, wenn y für y^-i-a (x—Xq) gesetzt wird, die Form : 

Bemerkung. Statt als Hülfsgieichung die Gleichung 
y— y^ ~ ^ (^~"^o) ^i'^G^ Ebene zu nehmen, kann man die Glei- 
chung irgend einer Oberflächenschaar benutzen, die bei Varia- 
tion eines Parameters eine gegebene Kurve nicht verlässt; 
man kann auch leicht nach ähnlichen Principien andere Metho- 
den ersinnen, die zum Integral der totalen Differentialgleichung 
führen, z. B. indem man zur Hülfsgieichung irgend eine Glei- 
chung zwischen x, y, z und zwei Parametern wählt. Endlich 
lässt sich die hier gegebene Methode auf Gleichungen mit be- 
liebig vielen Variabein ausdehnen, wobei dann immer nur 
eine Differentialgleichung aiufzuldsen ist. 
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Auf den letzteren Punkt, der uns hier zu weit führen 
würde, v^^rde iöh an einem anderen Orte eingehen. Ich werde 
nur zeigen, wie man eine Gleichung : 

dU=Xdx + Ydy •^Zdz=0 
(X, F, Z sind Funktionen von a?, y^z, welche die Integrabilitäts- 
bedingung erfüllen) mit Hülfe irgend einer Gleichung : 

:T=X(flo,y,i5, 0,6)0.0 
und ihrer Derivirten 

dV= X^ da>-+- Fj dy -f-Z, dz 
wo a und b zwei willkürliche Parameter bedeuten , integriren 
kann. Eliminirt man aus den Gleichungen: d[7=s0, KsO, 
dVssO irgend eine von den Yariabeln (r, y, z und deren Diffe<- 
rential, integrirt die resultirende gewöhnliche Dififerentialglei- 
chungy so folgt eine Gleichung : 

c=W{x,y,z,a,b)j 

wo ich diashalb die drei Yariabeln o?, y, z geschrieben habe, 
weil es unbestimmt gelassen ist, welche von ihnen eliminirt 
werden «oUte. Die Gleichungen c» Wund y=0 sind dieje- 
nigen der DurchschcBtislinien der Oberflächen F mit den Ober- 
flächen, deren Differentialgleichung dUssO ist. Nimmt man 
nun zwischen a und 6 eine solche Abhängigkeit an, dass die 
Oberfläche F = bei Variation dieser Parameter immer durch 
den Punkt a?^, y^j Zq geht, d. h. setzt man : 

ro=A(a?o,yo)«o»«)*) = ö 
und lässi-auch die Kurve c == TV durch den Punkt 0^0, y,,, z^ ge- 
hen, indem man setzt : 

c«TF((^o,yo,;50,a,6) = Fo, 
so kann man aus den Gleichungen : 

r=o, ^0=0, W-Fo=0 
die Parameter a und 6 eliminiren, und die resultirende Glei- 
chung muss auf die Form : 

gebracht werden können, wo i/ss f(xy y, z)y P^ == /"(as^, y^, z^) 

und 

ciP=Xcte -+. rdy -+. Zdz = 

die Differentialgleichung, von der wir ausgingen, ist. Die oben 
gegebene Integrationsmethode kann als eine Specialisirung 
der eben mitgetheilten angesehen werden, denn setzt man 
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F=y — OÄJ ^ ö tas Oy VQ^f/Q *- oXq ^* 6 ä 0, so ergiebt 
die Elimination von 6 die von uns angewendete Substitation 

:•■ • ■ ' • .-§..2. • 

Ueber die venKÄibddnen Xntograle der parti^en BlfiRdi^entiäl- 
gleichmigen erster Ordnung mit drei Variabein. 

Durch Elimination zweier P.arameter aus den Gleichungen 

erhalt man die partielle Differentiatgleidhung erster Ordnung 
mit drei Variabein:. . !; r 

deren geometrische Interpretation der Gegenistand der voi^Ue- 
genden Abhandlung ist. 

Die Gleichung f=^0 hat offenbai^ dieselbe Allgemeinbeit 
wie die Gleichung FspaOy weil sie dieselbe Anzahl Yariabeki 
hat, weshalb LAG^iNGB mit Recht diie Gleichung f^O das 
vollständige Iptegralder Gleiicbung jP öp genannt bat. 

Wenu man nun attcb> für jeden Punkt: o^: dunch Variätioti 
von «und/? alle Werthe derp undfy Welche die Gleichung 
Fo^ erfüllen , erhalten kan0 , so gestattet das Idtegral f^^i 
doch noch eine Transformation ,.i:<lurQh die es ein^e umfessen-i 
dere geometrische Bedeutung^ erhält. Stellt man sich nämlich 
die Aufgabe, (»yf\dß so als jFunctipneA von, o? und j/ zu be- 
stimmen, dass;> und q der Form nach unverändert bleiben ^ SO 
findet man die Bedingung : ^. 

oder :, . . 

welcher Gleichung auf die ällgefirifeinSte' WeJse "Gehftge g^^ 
schiebt durch die Annahme /?== 5p (a), wo g> eine beliebige 
Function bedeutet. LagraKgb hat daher das System der Glei- 
chungen: 

%^p^ ... 
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das allgemeine Integral genannt, wegen der darin enthal- 
tenen willkürlichen Function, obschon es für einen Punkt xyz 
durchaus nicht mehr Werthe von p und q liefert, als das voll- 
ständige. 

Den obigen Bedingungsgleichungen lässt sich nun noch auf 
verschiedene Weise genügen. Nimmt man z. B. an, a sei 
variabel und ß constant und bestimmt a aus der Gleichung 

-^ ssO, oder man kehrt diese Rolle von a und ß um, so wer- 
den die Bedingungsgleichungen auch erfüllt und man erhält ein 
iQtegräl mit einer Qonstanten. *] Endlich kann man a und ß 

aus den Gleichungen -jp ss 0, -^ e= bestimmen. Von diesen 

verschiedenen Formen des Integrals, die den Charakter be- 
sonderer Auflösungen haben, ist wenig mehr wie ihre Exi- 
stenz bekannt. 



§.3. 
neber den Gang der Variabein tn den Qleiohungen /* = und F s . 

Indem ich dazu übergehe, in allgemeinen Zügen den Gang 
der Variabein in den Gleichungen f=s Ound Fs anzugeben, 
führe ich ^sofort die Beschränkung ein, dass (T, y, z räumliche 
Goordinaten, d. h. stets reell seien. Es handelt sich also nur 
noch um die Werthe , welche p und q oder a und ß für alle 
Punkte des Raumes annehmen können. Wir knüpfen die Un- 
tersuchung an die Gleichung /*&=; 0. 

Man denke sich x und y hätten die festen Werthe x^j y, 
erhalten, und es möge z von — oo bis •+• oo variiren. Dann 
ist f [z, a, ß) SS die Gleichung einer Oberfläche, so bald man 
die Grössen a und ß die Rolle der x und y Goordinaten spielen 
lässt. Projicirt man diese Oberfläche auf die drei Coordinaten- 
ebenen, so werden ihre Projectionen im Allgemeinen die Coor- 
dinatenebenen nicht gänzlich bedecken, sondern Begrenzungen 
haben. Vergegenwärtigen wir uns die Bedeutung dieser Be- 
grenzungen. Wenn man irgend eine Oberfläche f (a?, y, z) == 



*) Dieser Integrale mit einer Constanten ist meines Wissens in den 
Abhandlungen von Lagrange über diesen Gegenstand keine Erwähnung ge- 
Bohehmi. 
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auf die xy Ebene projicirt , so ist die Grenzkurve der Projee-i- 
tion gleichzeitig die Grenze der Werthesysteme von x und y, 
die reelle Werthe von z zulassen. An der anderen Seite der 
Grenzkurve wird mithin z complex. Wenden wir dies auf die 
Oberfläche f {zy 0, /?) == an, so erkennen wir, dass es eine 
Reihe von Werthen von z giebt, für welche a und ß gleichzei- 
tig reell sein können und eine Reiche solcher, wo allemal eines 
von beiden complex ist, weil gemäss der obigen Einschrän- 
kung z nur reell sein darf. Es mögen diese Werthe beispiels- 
weise auf der z Coordinate, die durch den Punkt (r^ yj gebt, 
so vertheilt sein, dass von — 00 bis Zi kein System gleichzei- 
tig reeller Werthe von a und ß jnögRch ist, ebensowenig von 
Zi bis + 00, dass also längs des Stückes jsi z^ die einzigen 
reellen Werthesysteme von a und ß fallen. Lassen wir nun 
Xi und yi variiren, und zwar durch die ganze xy Ebene, so 
wird die Linie z^ z^ ebenfalls der Lage und Länge nach varii- 
ren, mid ihr geometrischer Ort wird ein Raum werden,, inner- 
halb dessen für die allen seinen Punkten entsprechenden xyz 
reelle Werthepaare von a und ß möglich sind, ausserhalb des- 
sen stets eine dieser Grössen complex sein muss. Ich werde 
den letzteren Raum den imaginären,' arsteresi den reellen 
und die Oberfläche, welche beide trennt, die allgemeine 
Enveloppe nennen. 

Ausser der allgemeinen Enveloppe entstehen deren noch 
zwei Schaaren auf folgende Weise. Giebt man dem a einen 
festen Werth a, , so wird die Oberfläche f (z, 0, /?) = von der 
zß Ebene in der Kurve f [z, «i, /?) = geschnitten, und es wird 
wieder ein Raum angegeben werden können , in welchem ß 
reell sein kann. Die Oberfläche, welche diesen Raum begrenzt, 
variirt mit a^. Ebenso kann man durch Variatian von ß^ die 
zweite anajiog erzeugte Flächenschaar erhalten. 

Die Gleichung der allgemeinen Enveloppe lässt sich leicht 
aufstellen. Wir müssen dazu auf die Oberfläche /* (js, a, ß) =0 
zurückgehen. Fasst man irgend einen Punkt z^ auf der js Axe ins 
Auge : so wird die Kurve /*(jJj-, a, ß) =/J (a, /J) = auf der durch 
diesen Punkt parallel der aß Ebene gelegten Ebene zu liegen 
kommen, und wird der Ort aller diesem Punkt xyz^ zugehöri- 
gen reellen Werthepaare von a und ß sein. Die Ebene, welche 
durch Zi gelegt ist, schneidet die Oberfläche f [z, a, /?) = in 
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der Kurve f^ {a^ ß)tatO, Tangirt diöse Ebene für irgend einen 
Werth von si^ die OberjQäche/so wird für den Berührungspunkt 
^ = 0, ^ CS und f (jj, a, /J) aes 0, woraus man den WetA 

von z fUr letzteren Punkt finden kamiv Dieses z gehört, aber 
der allgemeinen £nveloppe an, wenn jener. Punkt einem Maxi- 
mum oderMi^mum entspricht, weil er die ifßel^en Werthe von 
a, ßi die alle in, der Oberfläche / (js, a, j9) ä Hegen, in der 
is Bicbtung beschliesst. 

In dem Falle , wo für jenen Punkt die Oberflache entge- 
gengesetzte Krüipmungen hat, oder er in einer Wendeliuie 
liegt etCt, kann das dazu gehörige js einer Oberfläche entspre- 
chen, die ähnliche Eigenschaften hat, wie die ;allgemeine En-r 
veloppe ; ich werde aber an dieser Stelle hierauf nicht weiter 
eingehen, da es erspriesslicher ist, bei dergleichen Untersu- 
chungen besondere Fälle zu betrachten. . 

Dasselbe Raisonnement kann ftlr die x und die y Axe wie- 
derholt werden. Man erhält daher für die allgemeine Enve- 
loppe noch die Gleichungen : 

Alle diese Gleichungen sind enthalten in den' folgenden : ' 

Aus diesen beiden Gleichungen^ und /* =9 0, a und ß eliminirt, 
erhält man die Gleichungen der allgemeinen Enveloppe. Es 

dürfen indess selbstverständlich mit -J-y -gj nicht gleichzeitig 

-v^,.-j^, -j^ verschwanden. 

Um aille Werthe, welche a und ß annehmen können, zu 
constnüren, hat man dafUr in die Gleichung /*=: 0, 0^ + 021 und 
ßi "^ßi^ ^^ setzen. Sie zerfällt dann in zwei andere, welche 
man als Gleichungen zweier Oberflächen ansehen kann. Es 
sollen Oj und ß2 deren z Axeh und a^ und ß^ deren x \mdy 
Axen. vorstellen. Diese beiden Oberflächen schneiden sich dann 
in der «,/?, Ebene und zwar in der Kurve f (a^j ß^) » oder 
f {a^'ß) SS 0, da in dieser Ebene 0^2 »s 0, ß2^=^0 mithin a =a a^^ 
/9sB/9^ ist. Daher entsprechen reelle Werthepaare von o, ß nur 
den Punkten der Kurve /*(«,/?) = 0. Für alle übrigen Punkte 
der o/}-Ebene sind beide oder ist eines complex. Im imagi- 
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näreii Baum verlassen beide Oberflächen die a^ ß^ Ebend, mit 
dör sie in d^ allgemeinen Enveloppe nocb gleichzeitig einen 

Pmikt gemein haben. Die Gleichungen dieses Punktes sind 

ht hf 

nach dem Vorigen : -j=- =» 0, -jj *» 0. ' 

Alles, was Über den Gang der Variabein der Gleichung 
^ä:0 gesagt wurde, gilt ohne Beschränkung von denen dier 
Gleichung F = Ö'. 'Man braucht sich an Stelle von a und ß nur 
p und q geschrieben zu denken. Es findet aber zwischen die- 
sen beiden Paaren von Variabein die wichtige Beziehung statt, 
dass sie in vielen Fällen die allgemeine Enveloppe gemein ha- 
ben. Dies leuchtet sofort ein, wenn man sich vergegenwärtigt, 
wie die Gleichung FsO aus der Gleichung f=:0 entstanden 
ist. Jene entsteht aus dieser, wenn man darein für a und /? 

ihre Werthe in p und q einsetzt. Daher ist : 

bF _ bf 5« hf hß 
"Sp d« djr bß ^' 
hF _ hf ba bf bß 

bq ba ^Sq^ . "5^ bq ' 

Es müssen also gleichzeitig mit -g^ und -g^ auch -g— und ->- 

verschwinden, wenn nicht eine von den Grössen -v—, etc. un- 
endlich wird. 

Es ist nur hinzuzufügen, dass, wennp, q und a, ß dieselbe 
Envek^pe. haben, und man will sie durch Elimination von p 

und q aus FsarO, -y-sxO, -j— = eiiiaHen, die Grössen -x—, -^j 

-y- nicht gleichzeitig verschwinden dürfen. 

Indem ich nun zur Interpretation der Gleichung F= über- 
gehe , unterwerfe ich sie noch der ferneren und letzten Ein- 
lichränkung, • das» in Zukunft nur von den reellen Werthen von 
p und q die Rede sein wird» Es ist in diesem §. meine Ab- 
sicht ^wesen, auf die Schwierigkeiten aufmerksam zu ma- 
chen, w^elche xiook au. überwinden sind, um eine genügende 
Theorie der singulare» Auflösungen der partiellen Differential- 
gleichungen von. der Form PsuO aulzustellen. Was endlich 
npcb deren besondel'e Auflösungen mit einer Constanten, wie 
sie am Schlüsse des §. 2 erwähnt wurden, betrifift, so habe ich 
allerdings ihren ^ometrischen Siim in diesem §.. kurz ange- 
deutet. In wiefern diese besonderen Auflösungen von Wichtig- 
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keit sind, wird die Folge ergeben. Da i^mlich der Integrate 
mit zwei Constanien beliebig viele gefunden werden können, 
so kommt ei$ darauf an, dass es dahinter solche von ausgezeieh-^ 
neten Eigenschaften gebe, i^U sich an die daraus hergeleiteten 
Integrale mit einer Constanten eimges Interesse knitpfen. 

tJebrigens ist es unsTVeifelhaft , dass nur mit Hülfe der itd 
Gap. II auseinanderzusetzenden Betrachtungsweise Licht in die 
Theorie der ^ingulären AuA5sungen der partieUen Differentis^I-- 
giejchungen ^ird gebracht werden können. ■ ■^- 



i. 



... ■. :■.'■§•■*• ,.■ 

Integp^öb'eiffläolien und Chäraktieristiken. 

. Man karyi der Gleichung F == zwei analytische Bedeur 
tungen beilegen, die im Resultat auf eins herauskommend Mau 
kann einmal siaigen, dass sie integrirt ist, wenn ihan zwei Func- 
tionenpundgvonoj, ^,.j3 kennt, welche ihr genügen und gleich- 
zeitig die Bedingung der IntegrabilitSit -^ + -^?=3^ "** "S^ jP 
erfüllen, oder man kann verlangen, dass drei Functionen i^, p, g 
von X und y gefunden werden, die sie identisch erfüllen, und 

zwischen denen die Gleichungen -v— =puhd^ = gf stattfinden. 

Die letztere Vorstellungsweise eignet sich zur geometrischen 
Interpretation und ist auch von Monge seinen berühmten Un- 
tersudhungeii zii Grunde gelegt worden. 

Die Variabein o?, y, z, p, q denkt mäh sich alsdann im In- 
tegral verbunden durch drei Gleichungen f {x, y, z) =s= 0, 

-j^ + P-j^äO, ^-i^g-^ == 0, und man kann nnn die Glei- 
chung fss als Gleichung einer Oberfläche ansehen, die wir 
IntefjraloberflUc.be nennen wollen ,, gleicbgjlJLltig ob jene 
Gleicliung ein besonderes oder , ein allgepaeines Intagir^l ist. In 
diesem Sinne ist also die allgemeine £nveloiq;>e (wenigstens in 
den meisten Fällen) eine IntegraloberHä^e. 

Bei der Untersuchung des Integrals der Gleichung F = 
gebt Monge von der Betrachtung der Integrale mit zwei Gon- 
stauten aus. Ich habe seinen -Weg verl^en, weil dabei ge- 
wisse Schwierigkeiten unerledigt blieben. Indessen will ich 
hier das für das Folgende Unentbehrliche aus seiner Theorie 
der Charakteristiken anführen. 

£« m meder f^f {Xj y, Zj a^.ß) ^ d ein. Integral mi& 
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zwei GoüstapQten der Gleichung FsO. Wird a ein fester, ß 
eia veränderlicher Werth beigelegt, so erh^t man eine Schaar 
v(m Oberflächen, deren Htülc^ fwie bekannt, der Ort ihrer 
DurchschnittsUnien ist, die Mongs Charakteristiken nennt. 
Lässt man nun a variiren, so erhält man eine Schaar von 
Oberfl^chenschaaren, welche alle Oberflächen enthält , die in 
der Gleichung /*» enthalten sind. Aus der Gleichung /!&= 
leitet man dannuoch das allgemeine iQtegral ab, das aus den 

Gleichungen /"= und -^ = -j^ + "Sp"^ = ^ besteht, und 
welches durch Variation der Function/? von a einem sehr man- 
nigfaltigen System von Integraloberflächen entspricht. Die im 
System /*= Ö enthaltenen Oberflächen schneiden sich vielfäl- 
tig. Wenn sie sich unter endlichem Winkel schneiden, so wird 
der Ort einer Schaar solcher successiver Durchschnittslinien 
im Allgemeinen keine Integraloberfläche sein. Dies werde ich 
später" beweisen, Nur dann, wenn die sich schneidenden 
Oberflächen in der Scimittkurve die Berührungsebene gemein 
haben, heisst sie Charakteristik. Ihre Gleichungen sind : 

WO er, /? und da und dß längs der ganzen Charakteristik con- 
stante Grössen sind. 

Ich werde nun noch zeigen, dass allgemein a und ß con- 
stant sind längs irgend einer Charakteristik, welche die SoJinitt- 

kurve irgend zweier im allgemeinen Integral /* = 0, -^ = 

enthaltener Oberflächen ist. Man geht von der Oberfläche 

zu einer unendlich nahe gelegenen über, wenn man dem ß eine 
Variation dß hinzufügt, wodurch a in cr + ^a übergeht. Die 
erste jener Gleichungen giebt dann : 

WO aber 

ist. Daraus folgt : 

*) Ich bezeichne mit dß die totale und mit d{ß) die partielle Variation 
in der also a als unverändert angesehen wird. In concreten Fällen ist 6iß) 
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Dies ist aber nur möglich, wenn a constaüt ist. Daher ist auch 
ß constant, und jene Behauptung erwiesen. 



jSI 



Nach diesen Vorbereitungen gehe ich über zum eigentr 
liehen Gegenstande dieser Abhandlung, nämlich zur Gonstruc- 
tion der Integraloberflächen der Gleichung F= 0, wobei ich es 
fttr zweckmässig gehalten habe, mit der Gonstruction der Dif- 
ferentialgleichung jP= zu beginnen, abweichend von Monge, 
der, wie eben angedeutet, von der Betrachtung des Integrals 
ausgeht. 

II. Construction der Gleiehung F (x, y, z, p, q) =0. 

§. 5. 
Bedeutung der Orossen p und q. 

Es seien ^, rj, ^ die laufenden Coordinaten irgend eines 
Strahles, der durch den Punkt x, y, z geht, so werde ich die 
Grössen : 

seine Neigungstangenten nennen. 

Bezeichnet man mit n^, n^ die Neigungstangenten der 
Normale an die Oberfläche /*= im Punkte xyz ; so weiss man 
aus der Theorie der Oberflächen, dass 

^ = — ST == - "«' 9 = - ■# =-"« 

"SäT "läS" 

ist. Es sind alsopund^ die negativen Neigungstangen- 
ten der Normale an die Oberfläche /*= 0. 

Wir können nun die Definition der Integraloberflädien 
noch etwas anders, als im §. 4 geschah, formuliren. Wir wer- 
den darunter jede Oberfläche verstehen, deren sämmtliche 
Normalen Neigüngstangenten haben, zwischen denen für jeden 
Punkt (üyz der Oberfläche die RelationF (x, y, z, — n„ — n^) =0 



als durch Variation verschiedener in /9 enthaltener Parameter a,bfC. .. ent- 
standen aufznfagsen. Es ist alsdann : S{ß) » >X da + -^ ^b + etc. = 0, 
welche Gleichung nach a aufgelöst einen constanten Werth dafür ergiebt. 
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besteht. Uocigekehrt, wenn -die Neigungstangenten der Nor^ 
male an eine Oberfläche für.;jrgend einen ihrer Punkte ooffz 
die Gleichung F=0 erfüllen, tfe wird in diesem Punkte die in 
Rede stehende Oberfläche eine Integraloberfläche tangiren. 
Eine Oberfläche femer, die in allen ihren Punkten Integral- 
oberflächen berührt, muss nach dem ebengesagten nothwen- 
dig selbst eine Integraloberfläche sein, und hieraus ergiebt 
sich der Satz, dass die Umhüllungsfläche von Inte- 
graloberflächen selbst eine Integraloberfläche ist. 

§.6. 
Der Kegel der Normalen. 

Wir werden jetzt ybn dem Übrigen Verlauf einer stetigen 
Integraloberfläche absehen und untersuchen, welche Bestim- 
mung die GleichungJ^^ iaBewg auf ein Element einer solchen 
Oberfläche für jeden Punkt ooyz des Raumes liefert. Zunächst 
ist klar, dass sie nur Bestimmungen, die Lage der Normale be- 
ireffend, enthält, und dass die Krümmung der Oberfläche ex- 
plicite nicht darin vorkommt. Führt man die laufenden Coor- 
dinaten |, ly, ^ der Normale in die Gleichung F«=0 ein, so 
wird sie : 

d. h. sie wird die Gleichung einer Kegelfläche , die ihre Spitze 
im Punkt ocyz hat, und deren Strahlen eben sämmtlich Norma- 
len an Integraloberflächen sind, die durch den Punkt xyz ge- 
hen, oder vielmehr zunächst an deren Elemente in diesem 
Punkt. Ich werde diesen Kegel den Normalenkegel nen- 
nen. Da die Coordinaten o;, y, % seiner Spitze sonst noch in seine 
Gleichung eingehen, so spielen sie die Rolle von Parametern, und 
es verändert sich seine Gestalt von einem Punkte des reellen 
Raumes' zum andern. In der allgemeinen Enveloppe, weim 
diese gleichzeitig eine singulare Auflösung vorstellt, schrumpft 
er zu einer Geraden zusammen, die darauf senkrecht steht. 

Hiern^it ist nun die volle geometrische Bedeutung der par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Argu- 
menten erkannt , und wir können das Problem ihrer Integra- 
tion folgendermassen aussprechen. Man construire für jeden 
Punkt des Raumes als Spitze eine Kegelfläche, die nach irgend 
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einem gegebenen Gesetze von einem Punkt des Bamnes als 
Spitze zum anderen Gestalt und.lidge ändert, deren Construc- 
tion auch für gewisse Theile dwBiaumes nach eben dem Ge- 
setze unmöglich werden kann. Ist jenes geschehen, so lege 
man durch den Raum eine Oberfläche von solcher Beschaffen'- 
heit, dass ihre Normalen durchweg Strahlen der für ihre Fuss- 
punkte als Spitzen construirten Normalenkegel sind. Die Glei- 
chung dieser Oberfläche wird alsdann ein Integral der vorge- 
legten partiellen Differentialgleichung sein. 

Was die Gestalt des Normalenkegels betrifil , so kann sie ' 
eine beliebige sein. Denkt man sich um seine Spitze als Mit- 
telpunkt eine Kugel construirt, und nennt Dir e et rix die Linie 
in der die Kugel von der Kegelfläche geschnitten wird, so be- 
stimmt die Directrix die (jestalt der Kegelfläche, und man er- 
kennt, dass die Natur des Integrals der Gleichung F=0 we- 
sentlich von der Normalenkegeldirectrix und von deren Ver- 
änderung durch den Baum abhängt. Unsere Aufgabe wird es 
sein, von dieser Abhängigkeit eine präcise Vorstellung zu ge- 
winnen. Die Gestalt der Directrix ist allerdings willkürlich 
und keinen Bedingungen unterworfen, sie kann eine Spirale, 
eine Schleife etc. sein. Der Einfachheit, halber werde ich aber, 
wo nicht ausdrücklich eine andere Voraussetzung gemacht 
wird, annehmen, dass die Directrix eine geschlossene Kurve 
ohne Wendepunkte und Unstetigkeiten sei, etwa wie die Di- 
rectrix eines Kegels mit elliptischer Basis. Wenn die Direc- 
trix ein gnt^sster Kreis ist , so wird die Kegelfläche eben, uncl ^ 
wir werden die Ebene, insofern sie als abgeflachte Kegelfläche 
oder als der Ort sämmtlicher.von einem Punkte in ihr ausge- 
henden Strahlen angesehen wird^ ^ii^^n Strahlen fä eher 
nennen. 

§. 7. 

Das Btrahlenbüschel der Integralkurven und dessen Begrenzung: 

derPolarkegel. 

Jedem Strahl p, q des Normalenkegels jPsbO entspricht 
eine Tangentialebene an eine durch seine Spitze xyz gehende 
Integraloberfläche. 

Nennen wir nun schlechtweg »Integralkurve« jede 
Linie, die auf einer Integraloberfläcbe der Gleichung iPasO 
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liegt, so sehen wir, dass jede Tangentialebene ein Strahlen* 
fächer (§. 6) ist für die Elemdiite der Integralkurven, welche 
die Spitze des Kegels passireiü' Weil nun zu jedem Strahl des 
Kegels F SS eine Tangentialebene gehört, so bilden diese eine 
Schaar von Strahlenfächerh, mithin bilden alle Elemente von 
Integralkurven, die den Punkt xyz passiren, ein Strahlenbtt- 
schel, das Strahlenbüschel der Integralkurven. 

Auf jedem Strahl des Bttschels steht eine oder eine be- 
schränkte Anzahl Normalen senkrecht, wie man daraus er- 
^ kennt, dass die Normale in einer auf dem Strahl senkrechten 
Ebene liegen muss. Die zum Strahl gehörigen Normalen sind 
also die Schnittlinien des Normalenkegels mit der im Punkt 
xyz senkrecht auf den Strahl gelegten Ebene. 

Das Strahlenbüschel der Integralkurven hat eine Begren- 
zung, d. h. nicht jeder vom Punkt xyz ausgehende Strahl ge- 
hört dazu und kann das Element einer Integralkurve sein. Wir 
wollen nun diese Begrenzung aufsuchen. 

Man denke sich eine Ebene so bewegt, dass einer ihrer 
Punkte unverrückt bleibt, so werden ihre verschiedenen La- 
gen eingehüllt von einer Kegelfläche, veelche der Polarkegel des 
Kegels ist, den die Normale an die Ebene im festen Punkt be- 
schreibt. Diess ist leicht einzusehen. Denn während die Ebene 
voneinerLage zu einer unendlich nahen übergeht, hat die Nor- 
male an die Ebene einen kleinen Winkel beschrieben, auf des- 
sen beiden Schenkeln die Schnittlinie der beweglichen Ebene 
in ihren beiden Lagen senkrecht stehen muss. Mithin ist der 
Polarkegel die Enveloppe der Tangentialebenenschaar und 
auch die Begrenzung des Strahlenbüschels der Integralkurven. 

Die Gleichung des Polarkegels kann man folgendermassen 
finden. Die Gleichimg einer Tangentialebene sei : 

P (^-ayj+j [rj^y)^^^z. 
Setzt man p-hdp, q-^dq statt p und g, so geht man zu einer 
unendlich nahen Tangentialebene über; lässt man dabei §r]l^ 
unverändert, so erhält inan die Gleichling der Schnittlinie der 
beiden Tangentialebenen : 

dp (^— a?)-+.d?(i?— y)=0. 
Die Differentiale dp und dq müssen der Gleichung : 
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genügen, weil die Normale den Normalenkegel nicht verlttssty 
mithin folgt durch Elimination yao dp,dq: 

^ iv-y) -'^ (^-«') =.o- 

Eliminirt man p und q aus dieser Gleichung und den Glei- 
chungen Fs=0, p (^ — a?) + q (^— y) = C""^ ^^^ setzt noch 
^_ =a, '^ =b, so ergiebt sich die Gleichung des Polar- 
kegels : 

(x, y, z, a, b) = 0, 

welcher eine wichtige Rolle in der Theorie der Gleichung /*« 
spielt. 

§. 8. 
Begel für das StraMenbüaohel. 

Da das Strahlenbüschel der Integralkurven eine Begren- 
zung hat, und nicht jedes Kuryenelement auf einer Integral- 
oberfläche liegen kann, so werde ich hier das einfache Krite- 
rium angeben dafür, ob ein Kurvenelement dem Strahlenbü- 
schel angehört oder nicht. Ich werde dabei annehmen, dass 
das Kurvenelement gegeben ist durch die Gleichungen der 
Kurve, zu der es gehört. Diese seien : 

^ (^1 y? «) = 
-''1 i^i y, ^) = 

Seine Projectionen da?, dy, dz, genügen demnach den Glei- 
chungen : 

-V— dcc+-^dy-h -x-<ij5 = 

und seine Neigungstangenten sind : -r-, -^. Soll das Element 

dem Büschel angehören, mit anderen Worten, auf einer Tan- 
gentialebene liegen, so muss ein Strahl pq des Normalenkegels 
darauf senkrecht stehen; es muss sein: 

dx , dy M ' 

Die Neigungstangenten — und -~- kann man aus den vorigen 

Gleichungen bestimmen. Wenn nun, nachdem dies gesche- 
hen, die vorstehende Gleichung mit der Gleichung Fs=0 ftlr 
einen der Kurve angehörigen Punkt xyz ein reelles Werthepaar 

P. DU Bois-Bbtmond, Beitrftge. 2 
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für p und q ergiebt, so gehört das zum Punkt xyz gehörige 
Element der Kurve offenbar zum Sirahlenbüschel. 

Wir werden später sehen,' dass dies die einzige Bedingung 
ist, welche eine Kurve erfüllen muss, um auf einer Integral- 
oberfläche liegen zu können, und wir können sie folgender- 
massen kurz ausdrücken. 

Betrachten wir in den Gleichungen i = 0, X^ = der ge- 
gebenen Kurve js als Argument, so wird die Kurve zwischen 
solchen Grenzen von z auf einer Integraloberfläche liegen kön- 
nen, zwischen denen die Gleichungen : 

i = 0, A, = 0, F = 0, 
/ bl bl^ \ / dl bX,\ _ / dk bX, \ 

nachdem man daraus od und y elimirt hat, reelle Werthepaare 
für p und q ergeben. 



§.9. 
Becapitnlation des Vorigen. 

Legen wir um die Spitze des Normalenkegels eine Kugel, 
so sind also auf derselben zunächst folgende Kurven bemer- 
kenswerth. Einmal die Directrices des Noripalenkegels und 
zweitens diejenigen des Polarkegels. Die letzteren begrenzen 
ein Gebiet auf der Kugelfläche, welches der Ort ist der Punkte, 
in welchen die Tangenten an die Integralkurven vom Mittel- 
punkt aus die Kugeloberfläche treffen. 

Ebenso gut wie wir zu jedem Strahl des Normalenkegels 
einen Strahlenfächer der Integralkurvenelemente construirt ha- 
ben, können wir zu jedem Strahl des Strahlenbüschels einen 
oder mehrere Normalenkegelstrahlen aufsuchen, indem wir 
durch die Kegelspitze senkrecht auf die Integralkurve eine 
Ebene legen. Sie trifllb den Normalenkegel in den gesuchten 
Strahlen, wobei ich nun jede Voraussetzung über die Gestalt 
des JNormalenkegels fallen lasse. 

So zerfällt das von den Directrices des Polarkegels be- 
grenzte Gebiet in mehrere neue Gebiete : je nachdem es näm- 
lich von Strahlen des Büschels getroffen wird, die auf einem, 
zweien oder mehreren Strahlen des Normalenkegels senkrecht 
stehen. 
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■ 

Einige allgemeine Bemttknngen über FolarkegeL 

Constrairt man flir alle Punkte der Directrix einer Kegel- 
fläche die sie senkrecht schneidenden grössten Kreise, trägt 
auf diesen grössten Kreisen von ihren Schnittpunkten mit der 
Directrix aus Quadranten ab, und verbindet die Endpunkte 
der Quadranten durch eine ^urve, so ist diese die Directrix 
des Polarkegels. Sie steht auf den grössten Kreisen senkrecht, 
zu Folge des Satzes, dass zwei Kurven, welche auf einer Ober- 
fläche senkrecht durch dasselbe System von kürzesten Linien 
gezogen werden, von allen diesen kürzesten Linien gleich lange 
Stücke abschneiden. Daraus ergiebt sich noch, dass die Kegel 
gegenseitig polar sind. 

Es sei nun F (a, fc) = die Gleichung einer Kegelfiläche 
in Neigungstangenten ihrer Strahlen. Die Neigungstangenten 
des mit dem Strahl ab conjugirten Strahls des Polarkegels 
seien a, ß, so gilt die Gleichung : 

Man erhält nach dem Vorigen die Gleichung F^ (a, ß) = des 
Polarkegels durch Elimination von aundb aus den Gleichungen : 

F(a, fc)=0, aa + 6/S + 1=0, |f/?-«^cr^O. 

Man muss also die Gleichung F (a, fc) = zurückerhalten, 
wenn man a und ß aus den Gleichungen : 

F, («,/?) ^0,a«H-6/?H-1=0,|j6-^a=o 

eliminirt. 

Um den analytischen Grund dieser Reciprucität kennen zu 

lernen, abstrahiren wir von der geometrischen Anschauung, 

und sehen : 

u = F{a, 6) = 

als eine gegebene Gleichung zwischen denVariabelnaundb an. 
Hierzu kommt dann noch eine andere Gleichung : 

i;=A(a, 6, a, ß) =sO 

zwischen den vier Variabeln a, 6, a, j9, welche die frühere 

oa H- fr/9 -H 4 B vertritt. Lässt man diese vier Variabein va- 

riiren, so kommt : 

«* 
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da ob oa oß '^ 

Da wir vier Variabele und nur die zwei Gleichungen u = 0, 
i; = haben, so können wir zwischen den Variabein noch eine 
Relation annehmen, ohne ihnen die Veränderlichkeit zu rauben, 
und wählen diese : 



woraus folgt : 



^da + ^dß^O. 



Zunächst ergiebt sich nun : 

fbu bv\ _Q 

Denkt man sich in ti = die a, 6 durch die a, ß mit Hülfe der 
Gleichungen t; s 0, (-v^ -j^j = ausgedrückt, so ist auch : 

mithin : 

Auf der Coexistenz der Gleichungen: (g~5r)=^7 (s^SS") ~ ^ 
beruht die in Rede stehende Reciprocität. 



§.11. 

Der Folarkegel ist der Ort der Elemente der Charakteristiken und 
die Qleiohung ^=0 (§. 7) eine totale Differentialgleichung« 

Jede Tangentialebene , die durch die Spitze xyz des Nor- 
malenkegels geht, wird von allen übrigen geschnitten. Geht 
man von einem Strahl des Normalenkegels zu einem unendlich 
nahe gelegenen über, so schneiden sich die diesen beiden 
Strahlen entsprechenden Tangentialebenen in einer Linie, 
welche in unmittelbarer Nähe des Punktes xyz mit dem Ele- 
mente einer Charakteristik, d. h. einer Schnittkurve unendlich 
naher Integraloberflächen zusammenfällt. Es ist dies Element 
also ein Strahl des Polarkegels. Mithin ist der Polarkegel der 
Ort der Elemente der Charakteristiken, die durch die Spitze 
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des Normalenkegels gehen. Ich werde ihn deshalb auch den 
»charakteristischen KegeU nennen. ' 

Die übrigen Schnittlinien der Tangentialebenen sind die 
Elemente der Schnittlinien von Integraloberflächen, welche 
sich unter endlichem Winkel treffen (§. 4). Wir können nun 
auch leicht einsehen , warum , allgemein zu reden , die Oerter 
dieser Linien nicht solche Integraloberflächen sein können, die 
von beiden sich schneidenden verschieden sind. Denn damit 
dmrch eine solche Linie eine , von den sich schneidenden ver- 
schiedene, Integraloberfläche ginge, müssten auf der Schnitt- 
linie nicht allein die Normalen an die sich schneidenden Inte- 
graloberflächen, sondern auch die Normale an die Oerterober- 
fläche senkrecht stehen. M. a. W. es müsste eine durch die 
Spitze des Normalenkegels senkrecht auf die Schnittlinie ge- 
legte Ebene den Kegel dreimal schneiden, was nicht allgemein 
zutreffen kann. 

Die Gleichungen einer Charakteristik denke man sich in 
xyz gegeben, und z sei das Argument, dann sind 

dx f dy 
dz ^ dx ^ 

die Neigungstangenten des Elements , welches den Punkt xyz 
passirt. Wir können demnach in der Gleichung (D = (§. 7) 
CD* und y statt a und b schreiben und erhalten so eine totale 
Differentialgleichung : 

(a?, y, z, x% y) = 0, 

welche die Differentialgleichung der Charakteristiken ist , und 
mit deren allgemeiner Theorie wir uns nun beschäftigen wollen. 



III. Ueber totale Differentialgleiehungen von der Form 

O [x, y, z, X, y) = 0. 

Erst nachdem ich das vorliegende Kapitel geschrieben 
hatte, erlangte ich Einblick in die von Pf äff erwähnte Ab- 
handlung Mongb's : 

(Par. M6m. 1784, S. 502). Supplöment, ou Von fait voir 
que ks dquations aux diff4rences ordmaires pour lesqueUes le$ 
condUions dürMgrcMlüä ne sant pas satisfaäes sorU susceptibles 



22 I* Abschnitt: CoQstruction der Differeutialgleichungen etc. §.1^. 

cPune vMtable uUögrcUion et que dest de cette inUgrcttion que cUL 
pend Celle des equations aux differences partielles ilevees. 

Es ist diese schwungvoll geschriebene und gedankenreiche 
Abhandlung noch heute höchst lesenswerth. Wenngleich ich 
übrigens daselbst die Form des allgemeinen Integrals der tota- 
len DifiPerentialgleichungen bereits vorgefunden habe, so sehe 
ich mich doch nicht veranlasst, dieses Kapitel zu unterdrücken, 
weil die Interpretation des Integrals , die Prüfung und Begrün- 
dung seiner Allgemeinheit , die hiniutretende Bedingungsglei- 
chung und dergleichen, aus der Kegeltheorie mit Leichtigkeit, aus 
der MoNGE^schenVorstellungs weise sich gewiss ziemlich schwer 
ableiten lassen, und auch in der erwähnten Abhandlung zum 
Theil nicht, zum Theil in ganz anderer Form^ gegeben sind. 
Der Zweck, den ich hier verfolge, ist übrigens der umgekehrte 
von dem Monge^s, da ich die Integration der Gleichung <Z>s=0 
von derjenige der Gleichung F=: abhängig mache. 



Ueber die geometrische Bedentang der nicht linearen totalen 
Differentialgleichungen mit drei Variabein. 

Diese Gleichungen können , einer noch heut zu Tage trotz 
Monge und Pf äff öfters ausgesprochenen Ansicht zuwider, in- 
terpretirt werden, und haben einen guten geometrischen Sinn. 
Gonstruirt man nämlich für jeden Punkt xyz des reellen Rau- 
mes als Spitze den Kegel : 

ö) [X, y, z, x', yO = O [x,.y, z, i^f-, ^) =0, 

dessen laufende Goordinaten also ^ij^ sind, so erhält man eine 
Kurve , deren Gleichungen die vorgelegte (Z) = identisch er- 
füllen müssen, wenn man verfährt, wie folgt» Yen einem be- 
liebigen Punkt ocyz geht' man auf einem Strahl des Kegels 
Ö)=0, dessen Spitze der Punkt xyz ist, bis zu einem sehr nahe 
gelegenen Punkt a?, s=s a? -i- ite, ^i = y + rfy, z^^^z-^äz. Man 
construirt dann den Kegel x^y^z^*) imd geht dann auf «iAem 



*) Ich ^erde in Zukunft Öfter einen Kegel durch die Goordinaten sei- 
ner Spitie bezeichnen. So ist der Regel xy% derjenige, welcher für den 
Punkt QB^% als Spitze construirt ist, nämlich der Kegel ^ (xy y, x, cß\ yl » 0. 
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beliebigen Strahl dieses Kegels weiter bis zu einem dritten 
Punkt x^^oc^-h dx^, y^^y^-h dy^, z^ &= js^ -4-dlXf, a. s. f. Die 
Kurve, welche die Grenze der so erhaltenen polygonalen Li- 
nie bildet, ist eine der in der Gleichung <P = enthaltenen 
Kurven. 

Dies festgestellt, ergiebt sich, dass, wenn neben der Glei- 
chung <Z> = die Gleichung 27= irgend einer Oberfläche, die 
aber durch den reellen Raum geht, gegeben ist, durch beide 
Gleichungen [7=0 und (D = im Allgemeinen eine Schaar 
räumlicher Kurven bestimmt ist, welche folgendermassen con- 
struirt werden kann. Man construirt für irgend einen Punkt 
der Oberfläche den zu ihm gehörigen Kegel. Schneidet dieser 
Kegel die Oberfläche nicht, so entspricht den Gleichungen 
Ct> = 0, !/■= kein System räumlicher Kurven. Die analytische 
Bedingung dafür, dass der Kegel die Oberfläche schneide, ist, 

dass die Gleichungen [7=0, Ö) = 0, -j— = 0, wenn man daraus 

eine von den Grössen xyz eliminirt hat, ein reelles Werthe- 
system von x und y liefern. Schneidet der Kegel die Ober- 
fläche, so hat man in der Schnittlinie von seiner Spitze biis zu 
einem unendlich nahe gelegenen Punkt weiter zu gehen, zu 
diesem Punkt abermals seinen Kegel zu construiren, u. s. f. 
Auf diese Weise entsteht auf der Oberfläche ein Individuum 
der Kurvenschaar. Die Gleichungen dieser Schaar sind erstens 
[7=0 und dann das Integral der durch Elimination z. 6. von 

y und y aus Ö) = 0, 17^= 0, — = erhaltenen gewöhnlichen 

DifiTerent ialgleichung . 

Wir sehen also , dass zur vollständigen Bestimmung einer 
in der Gleichung (2>=0 enthaltenen Kurve ihr Anfangspunkt und 
eine ihrer Projectionen gegeben sein muss. Es wird daher das 
Integral der Gleichung <Z> = in seiner allgemeinsten Form 
eine willkürliche Funktion und eine willkürliche Gonstante 
enthalten. Ich werde nun zeigen, wie man ein Integral mit 
einer willktLrlichen Funktion finden kann, lasse aber dahin- 
gestellt, ob diese Integration ein anderes Interesse hat, als 
das einer reinen Transformation der Gleichung = 0. 
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§. <3. 
Ueber die Form des allgemeinen Integrals der Oleiohung 4>=£0. 

Nehmen wir neben der Gleichung (Z> = irgend eine 
andere : 

f (^, y, ^, a, Ä = 

an, in der a uad ß Parameter bedeuten, eliminiren aus 
f:=s 0, -j- = 0, (D = z. B. y und y, integriren die so erhal- 
tene Gleichung, dann sei : 

fi (^, .V, ^, ccj /^, y) = 
das Integral der so gewonnenen Differentialgleichung. Die bei- 
den Gleichungen /*= und /*, = bilden ein Integral mit drei 
Constanten der Gleichung = 0. Sieht man darin a als Funk- 
tion von J5, ß und y als Funktionen von a an, und diflFerenzirt 
beide Gleichungen nach z, so kommt : 



Oä i^x 
ox 



5^y +-57 + « {■^■*-p -dß)> 



•>= -5^«' + 07^ •*• ^-^^ (d^-^'* -^"^^ ^1 
Setzt man die beiden Klammern rechter Hand gleich Null, so 

bleiben die Werthe von x, y, x\ y der Form nach dieselben, 

und genügen daher der Gleichung 0=0. Wenn man nun ocy% 

Af Af 

aus den vier Gleichungen: /*=0, /i=0, "^=ö?-^ =^ elimi- 
nirt, so enthält die Resultirende a, /?, y, j^, / und ist folglich 
eine neue totale Differentialgleichung. Haben aber beide Funk- 
tionen /*und /J eine solche Form, dass : 

ist, so ergiebt sich /J* = y und die vier Gleichungen reduciren 
sich auf folgende drei : 

welche nun in gewisser Beziehung die Rolle des allgemeinen 
Integrals der Gleichung 0=0 spielen, weil in ihnen eine will- 
ktlrliche Funktion ß von a vorkommt. Sobald man über diese 
Funktion verfllgt hat, geben die drei Gleichungen durch Elimi- 
nation von a allerdings ein Integral in zwei Gleichungen der 
Gleichung = 0. In jenem Integral in drei Gleichungen fehlt 
indessen die willkflrliche Constante, und statt dessen finden 
sich darin die Differentialquotienten ß' und ß", weshalb man 
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ihm auch nicht volle Allgemeinheit zuerkennen kann, wie dies 
öftere geschehen ist. Ist m^ben dem Integral eine Bedingung in 
xyz gegeben, so liefert deren Elimination aus der Bedingung 
und den drei Integralgleichungen eine Differentialgleichung zwi- 
schen a, ß, ß', ß>\ nach deren Integration man eine Gonstante 
zu viel hätte, welche zwar durch Einsetzen des Integrals in die 
Gleichung = ihre Bestimmung finden würde. Man erhält 
jedoch durch folgende Betrachtung sofort eine Differentialglei- 
chung von der ersten Ordnung. Die gegebene Bedingung sei 
g>=rO. Differenzirt man diese Gleichung und die beiden er- 

sten Integralgleichungen /*= und -j- = total nach xyza^ so 

fällt wegen der dritten Integralgleichung da heraus, und man 
kann aus den drei so erhaltenen Gleichungen die Differentiale 
dcp, dy^ dz eliminiren. Dies giebt : 

wo ich f statt -^ geschrieben habe. 

Nun kann man aus den Gleichungen /*= 0, /* = 0, 9 = 0, 
Jf = xyz eliminiren und behält offenbar eine Differentiialglei- 
chung zwischen den Grössen a, /?, /^, mithin erster Ordnung 
llbrig. 

§. 14. 
Ermittelung der Oleichung f » 0. 

Sie ergiebt sich folgendermassen. Es sei : 

F {x, y, z, — n„ -w,) =i 
die Gleichung in Neigungstangenten n^ n^ des Polarkegels 
des Kegels = 0. Setzt man nunp für — n^, q für — n^, so 
folgt die partielle Differentialgleichung P (a?, y, jj, p, g) = 0, de- 
ren Charakteristiken in allen ihren Elementen den Kegeln <Z>=0 
angehören und Gleichungen von der gewünschten Form : 

f [X, y, z, «, /?) = 0, -^ = 

haben (§. 4). Hieraus folgt also das Integral in drei Glei- 
chungen 

Aus dem Obigen geht noch hervor, dass jede der in <l>=0 
enthaltenen Kurven in einer Integraloberflächo der Gleichung 
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F=0 liegt. Denn bestimmt man a aus f=sQ und setzt es in 
die Gleichungen -^=0, -^-^ =0 ein, so wird die erste die 
Gleichung einer Integraloberflüche , deren Schnittlinie mit der 
Oberfläche t^ ^ die betreffende Charakteristik ist. Diese 

da' 

Art Charakteristiken mit drei Gleichungen sind nach Hongb 
Rttckkährkanten von Integraloberflächen , und wir werden bei 
Gelegenheit der Constniction der Integrale der Gleichung F= 
noch ausführlicher darauf zurückkommen. 

Es sei z. B. die totale Differentialgleichung O {x\ y') =0, 
in der also wyz nicht vorkommen, gegeben. Diese Varia- 
bein kommen dann auch in der partiellen Differentialgleichung 
P (p, q) sszO nicht vor. Die Gleichungen = und F = sind 
mithin die Gleichungen von Kegeln, die Gestalt und Lage von 
einem Punkt des Raumes als Spitze zum andern nicht verän- 
dern. Es wird also durch die Gleichung einer Geraden, deren 
Neigungstangenten x' und y' sind, der Gleichung = Genüge 
geschehen. Auf die Eigenthümlichkeiten eines Strahlensystems, 
wie das vorliegende = 0, werde ich später noch näher ein- 
gehen. Nennt man ^rj ^ die laufenden Coordinaten der Gera- 
den x'y und verlegt die Coordinaten xyz des festen Punktes 
in ihren Gleichungen in die xy Ebene, indem man js = setzt, 
so werden sie : 

Sucht man nun die Enveloppe solcher sich successiviv schnei- 
dender Geraden, so hat man die a?, y, cc', y als Functionen 
einer fünften Yariabeln oder einer von ihnen selbst anzusehen 
und danach zu differenziren unter Berücksichtigung der Rela- 
tion <Z> = 0. Dies giebt: 

mithin 

Die Funktion y von x ist offenbar willkührlich. Nimmt man 
an, sie sei gegeben, so kann man aus dieser letzten Gleichung, 
den Gleichungen der Geraden und = x, x\ y' eliminiren 
und erhlllt so die Gleichung der Enveloppe, die der Gleichung 
4ps&0 genügt. Man kann indessen auch anders verfahren. 



§. 4 5. IH. Ueber totale Diiferentialgleichungen von der Form etc. 27 

Setzt man aus den Gleichungen der Geraden die Wertfae von 
od und y' in <Z>=s ein, so folgt: 



<i)(f 



T"' "T"^ -"^- 



Dies ist die Gleichung des Polarkegels des Kegels F=sO, mit- 
hin in diesem Falle die Gleichung einer Integraloberfläche der 
Gleichung FsO. Um die Gleichung eines seiner Strahlen zu 
erhalten , hat man die Gleichung <Z> = nach x zu differenzi- 
ren, indem y als Funktion von cd ansieht, durch Variation von 

•T^ erhält man successive alle seine Strahlen. Da diese Glei- 
ax 

chung Q> = zwei Constanten hat, so giebt sie differenzirt 
gleichzeitig die Gleichungen der Charakteristik : 

= 0,^=0 

und man erhält die Enveloppe der sich schneidenden Charak- 
teristiken, wenn man beide Gleichungen nach x differenzirt. 

Die erste giebt die zweite und die zweite giebt -^ = 0. 



§.4 5. 
SSnsätBe aum VorigeB« . 

Tritt zu der Gleichung = eine andere = zwischen 
denselben Variabein hinzu, so werden beide Gleichungen durch 
eine :i> räumliche Eurvenschaara dargestellt, deren Elemente die 
Schnittlinien der für jeden Punkt zu construirenden Kegel 
(D = 0, 3^0 sind. Damit ein solches System orthogonal zu 
einer Oberflächenschaar sein könne, müssen die Gleichungen 
(Z> = 0, 0=0 so beschaffen sein, dass — p für x\ — g für y' 
gesetzt, "p und 9 die Integrabilitätsbedingung erfüllen. . 

Setzt man in der Gleichung /«"(a;, y, JK,p,g) =0, — a?'und — y' 
für p und 9, so wird sie ebenfalls eine totale Differentialglei- 
chung und ihre Integralkurven sind in jedem Punkte normal zu 
einer durch diesen Punkt gehenden Integraloberfläche der 
Gleichung F (o;, y, ^, p, 9) »0. Wir stellen uns nun die Auf- 
gabe zur Gleichung F (oc, y, ä, — oc', — y') «0 eine zweite 
^i (^9 y-i ^j ^ 1 v) "= zu finden von der Beschaffienheit, dass 
die Kurvenschaar F = 0, F| = orthogonal zu einer Flädhen- 
schaer sei. Diese Flächenschaar muss dann eine Sdikar von 
Integraloberflächen der Gleichung F{x^9i %.p, ?) « ^ ^^ü^ S^^^^^ 
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man — p und — g für a?'undy' in die Gleichungen FsO, ^i=0, 
so müssen also diese Grössen die Bedingung der Integrabilität: 

-|-+-|9=-fe-*--S-P «""f*^"«"- ^'^ Gleichung P = giebt, 
wenn man darin p und q als Funktionen von xyz ansieht : 

bF , ^^ ^P , ^F ^Q ^ e^ 

bF bF bp bF bq^ _ ^ 
da dp "5F ^5^ bx 

und durch Elimination von -J^ und -jr^, folgt die lineare Glei- 
chung : 

bq bF bq_ bF bq^ ibF , ^^ ] , ^^ , ^'^ — 

auf deren Integration Lagrange zuerst diejenige der Gleichung 
F= zurückgeführt hat. 



IV. lieber die lineftren partiellen Differential- 
gleichungen. 

Ueber die Integration der linearen partiellen Differentialglei- 
chung mit drei Variabein. 

Sehr einfach gestaltet sich die geometrische Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen von der Form 

F^Ap-^Bq — i =0, 
wo A und B irgend welche Funktionen von xyz sind. 

Wegen 

wird : 

A(S^x)^B{ri^y)^^^z = 

die Gleichung des Normalenkegels, der also in diesem Falle in 
eine Ebene übergeht. Diese Ebene ist demnach der Ort aller 
Normalen an Integraloberflächen , weiche den Fusspunkt xyz 
haben können. Der Normalenkegel wird mithin ein Strahlen- 
fächer. Dadurch erhält man ein Strahlenbüschel der Integral- 
kurvenelemente , welches gar keine Begrenzung hat, da der 
Polarkegel sich auf das Loth an den Strahlenfächer im Punkt 
(cyz reducirt. Es geht hieraus hervor, dass jedes Kurven— 
element auf einer Inlegraloberfläche liegen kann. 
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Die Charakteristiken bilden nämlich in diesem Falle eine 
räumliche Kurvenschaar , welche man ansehen kann als das« 
System der Durchschnittslinien von zwei Oberflächenschaaren. 
D. h. jedem Punkt im Räume entspricht nur eine Charakteri- 
stik, die durch diesen Punkt geht, und ist ein Punkt einer Cha- 
rakteristik gegeben, so ist sie ganz bestimmt, wie sich dies 
sehr leicht durch Construction beweisen lässt. Man construire 
nämlich für den Punkt xyz den Normalenfächer und das Loth 
darauf, auf diesem Loth gehe man bis zum Punkt x^=x-hdx, 
yj=y+dy, Äj=j5+dj2; construire dann zum Punkt x^y^z^ wie- 
der das Loth an den Normalenfächer und gehe auf diesem 
bis zu einem dritten Punkt x^^y^j^^z^^ n. s. f. Auf diese Weise 
entsteht eine, und kann nur eine Charakteristik entstehen. 

Jede Oberfläche, welche durch die Charakteristiken ge- 
legt wird, ist eine Integraloberfläche. Dieser Satz folgt eben- 
falls aus der Construction. Man lege durch irgend zwei 
unendlich nahe Punkte xyz und x^y^z^ die zugehörigen Cha- 
rakteristiken. Denkt man sich durch beide Charakteristi- 
ken einen Flächenstreifen gelegt, so wird auf diesem Flächen- 
Streifen in jedem seiner Punkte nothwendig ein Strahl des 
Normalenfächers senkrecht stehen, weshalb er ein Streifen 
einer Integraloberfläche ist. Wählt man irgend einen dritten, 
dem Punkt x^y^z^ unendlich nahen Punkt a?2y2^2> ^^^ ^®B* 
durch ihn die Charakteristik und durch die Charakteristiken 
^i^i^i? ^2^2^» einen Flächenstreifen, so ist dieser ebenfalls ein 
Streifen einer Integraloberfläche und schliesst sich an den er- 
sten an. So fügt sich Streifen an Streifen und es entsteht die 
Integraloberfläche, an welcher nur die Punkte xyz; cc^y^z^] 
x^y^z^ etc. willkürlich sind, d. h. eine transversal durch die 
Charakteristiken gelegte Kurve. Daraus folgt, dass die Inte- 
graloberfläche nicht bestimmt ist, wenn man von ihr verlangt, 
sie müsse durch eine Charakteristik gehen, auch nicht, wenn 
sie durch eine endliche Zahl von Charakteristiken gehen soll, 
ebenso wenig wie eine Kurve bestimmt ist durch die Bedin- 
ffung, dass sie durch eine endliche Zahl von Punkten gehen 
soll. Die Integraloberfläche ist nur dann bestimmt, wenn sie 
durch eine vorgeschriebene, nicht zur Schaar der Charakteri- 
stiken gehörige Kurve zu legen ist. 
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Die DiffereDiialgleichungeD des Systems der Charakteristi- 
ken erhält man auf folgende Weise. 

Die Gleichungen des Loths an die Ebene : 

.4(?-^(r)+l?(i?-y)-+-C-«=:0 
sind : 

fi-^ _. j7i-y _ ». ^ 

wo ^ii?i^j die laufenden Coordinaten des Loths bedeuten. 
Sieht man das Loth als ein Element einer Charakteristik an, 
so hat man dx, dy, dz (die Projectionen dieses Elements] für 
^j— cc, tj^^y, ^i^—z zu setzen, und 

dx = Adz 

dy='Bdz 
werden dann die Differentialgleichungen der Charakteristiken. 
Es seien deren Integrale 

ß^fi (a?, y, ^) , 

so finden die Constanten ihre Bestimmung dadurch , dass man 
die Charakteristik durch einen bestimmten Punkt x^y^z^ gehen 
lässt. Es ist dann a^f[x^^ y,, jSj), /^ = /i (0*1, Vi, «i). Den 
Ort aller Charakteristiken, die durch eine gegebene Kurve : 

^ (a?t, Vv ^1) = Ö) 

gehen, erhält man durch Elimination von x^y^z^ aus den Glei- 
chungen : 

Das sogenannte allgemeine Integral der Gleichungen Ap'hBq=\ 
ist: ?>(/*, /;)=0, 

wo g> eine willkürliche Funktion bedeutet. Da nämlich die 
Beziehung zwischen a?|, y^, z^ in den Gleichungen a=/'(irj, y^, z^) , 
/?=/i (flCj, y^, Ä,) willktlrlich ist, so folgt daraus eine willkür- 
liche Beziehung zwischen a und ß, mithin zwischen fund f^. 

Statt der Gleichung (p {f, f^) = können wir noch dem In- 
tegral die ebenso allgemeine Form : 

geben, wo g> die willkürliche Funktion bedeutet und u etwa 
f oder /i vorstellt. Es ist die besondere und wichtige Eigen« 
thümlichkeit der linearen Differentialgleichungen, dass ihr b- 
iegral in einer Gleichung und in expliciter Form die willkür— 
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liehe Funktion erhält. Es findet dies sonst bei dem Integral 
keiner Gleichung von der Form F [x, y, z, p^ q) ^0 statt. Mit 
a. W. man kann leicht zeigen, dass, wenn das allgemeine In- 
tegral die Form @ [x, y, a, q>(u)) == hat, man durch Elimi- 
nation von (p(u] immer eine lineare Difierentialgleichung erhält. 
Durch Differentiation von @ nach x und y folgt : 

be 00 de df/> fött ö«* l _ A 

Sx ^ bz ^^u [^ -^^zf ' 

00 bG öö d£jdtt ö** j _ A 

'Sy ^ 5ä^ d(p du j 5j/ ^ "55^ j "~ 

Aus diesen beiden Gleichungen y- -J^ eliminirt, erhält man 

Hieraus q> mit Hülfe der Gleichung 0=0 eliminirt, hat die Re- 
sultirende die Form Ap^Bq^i. Die Integrale aller nicht 
linearen Differentialgleichungen müssen also eine andere Form 
wie = haben. 

Ueber die singulären Auflösungen der Gleichung 
Ap-hBq = \. Die alte Regel für die Auffindung singulärer Auf- 
lösungen der partiellen Differentialgleichungen von der Form 

F {x, y, ZjP, q) =0, aus den Gleichungen : F=0, -^ = 0, -j— = 

p und q zu eliminiren, ist auf die Imeären Gleichungen, von de- 
nen dieser § handelt, natürlich nicht anwendbar. Daher hört 
man auch wohl die Ansicht aussprechen, diese Gleichungen hät- 
tenkeine singulären Auflösungen. Sie haben deren aber dennoch, 
und man kann sich davon auf folgende Weise überzeugen. 

Die Charakteristiken der Gleichimg Ap-hBq=:i seien wie 
oben die Durchschnittslinien der beiden Oberflächenschaaren 
a=if{Xj y, z) , ß=>fi (a?, y, z) . Von der zweiten Schaar ß=f^ will 
ich annehmen, sie habe keine Umhüllungsfläche, ihre Indi- 
viduen füllten vielmehr den Raum aus, wie eine Schaar pa- 
ralleler Ebenen. Die Schaar cr = /*so]l aber eine Umhttllungs- 
fläche haben und zwar eine solche, welche derOrt der succes- 
siven Durchschnittslinien der Oberflächen mit den Parametern 
a, aj = ö + da, ajj = a^+daj, etc. ist, wo da, da^, unendlich 
kleine Grössen vorstellen. Eine jede Oberfläche a wird längs 
flirer Durchschnittslinie mit der Oberfläche a-hda die Umhül- 
lungsfläche berühren. Fasst man nun eine bestimmte Ober- 
flache a ins Auge , so wird ihre Durchschnittslinie mit einer 
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der Oberflächen ß dieUmbttllungsfläche nur in einem Punkt be- 
rühren, wenn nicht der besondere Umstand eintritt, dass die 
Durchschnittslinien der Oberflächen a und ß mit denen der 
Oberflächen a und a + da zusammenfallen, ein Umstand, auf 
den hier keine Rücksicht genommen werden soll. Mit einem 
Worte, die Umhüllungsfläche der Oberflächen a ist der Ort der 
Umhüllungslinien der Durchnittslinien der beiden Oberflächen- 
schaaren a und /9, also nicht der Ort dieser Durchschnittslinien 
selbst, mithin wird die Gleichung der Umhüllungsfläche der 
Oberflächen a nicht in der allgemeinen Gleichung der Oerter- 
flächen der Charakteristiken a=/*, /^=^ enthalten sein. 

Es sei a = /* z. B. die Gleichung einer Schaar Kugeln von 
gleichem Halbmesser ^, deren Mittelpunkte auf der x Axe lie- 
gen, und a sei die x Coordinate der Mittelpunkte, daher : 

a =:'x + r, 
wo r = + y ß*— y*— J5*, /?=/i sei die Gleichung einer Schaar 
Ebenen, nämlich: 

Die Umhüllungsfläche der Schaar a^^x-hr ist ein wagrechter 
Kreiscylinder mit dem Halbmesser g, dessen Axe mitdero^Axe 
zusammenfällt, und dessen Gleichung ist: y^ + j3*»ß*. Die 
partielle Diflierentialgleichung der Oerterflächen der Charakte- 
ristiken assx-hr, ß^x-hy-hss lautet : 

Diese Gleichung wird durch das Integral y^-^z^^sQ^ befriedigt, 
denn es lässt p und r verschwinden und q wird — — . Das all- 
gemeine Integral vorstehender Differentialgleichung ist aber: 
a; + r = 9){a; + y + j3), und durch Verfügung über g> lässt sich 
daraus offenbar nicht y* + ä* = q^ herleiten. 

Um das singulare Integral mit Umgehung des allgemeinen 
Integrals aus der Differentialgleichung zu ziehen, hat man (§.3) 
die Flächen zu suchen , welche die Grenzen des Gebietes bil- 
den, in dem x= Ä und y ^ B gleichzeitig reell sein können. 

Da in diesem Fall a?'= ^-rr-, y'=— -~-^ ist, so sieht man, dass, 

wenn y* + js* durch den Werth ^ hindurchgeht, x und y vom 
Reellen zum Imaginären übergehen. 



Zweiter Abschnittt 

Die Constmction der partiellen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung. 



Es gelingt nicht leicht, eine der im §. 6 gegebenen ana- 
loge Constmction für die partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit drei Yariabeln zu finden. Soll die Diffe- 
rentialgleichung vollständig sein, d. h. alle drei zweiten Diffe- 
rentialquotienten r, Sj t enthalten, so kann man sie sogar nur, 
so weit ich die Sache übersehe, erreichen durch gewisse 
Schaaren von Oberflächen zweiten Grades, die für jeden Punkt 
im Raum zu construiren sind, was dem Problem der Constmc- 
tion ihrer Integraloberflächen auf diesem Wege den Charakter 
unentwirrbarer Complication verleiht. Ich habe in Folge des- 
sen einen anderen Weg eingeschlagen, der darin besteht, dass 
ich die Grössen jo und q als die jsOrdinaten zweier Oberflächen 
ansehe, die, mit der Integraloberfläche durch gewisse Gleichun- 
gen verbunden, gleichzeitig mit ihr zu constmiren sind. Im 
gegenwärtigen Abschnitt werde ich nur die Elemente der 
Lehre von den Charakteristiken der in Rede stehenden Diffe- 
rentialgleichungen darlegen, da zur weiteren Durchfühmng 
derselben erst im folgenden Abschnitt zu entwickelnde Prin- 
cipien erforderlich sind. 

\. Zur Theorie der Charakteristiken der partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

TTeber Q^Bteme von swei linearen partiellen Bifferential- 
Kleiehtmgen erster Ordnung mit "vier Variabein. 

Es sei gegeben folgendes System von Differentialglei- 
chungen : 

P. OD Boit-BiTMONO, Beitrüge. 3 
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j (up H-vg =1, 

'lup,H-tg, =1, 

WO M, v, u, t> irgend welche Funktionen von x, y, z, z^ bedeu- 
ten und Pi und q^ die ersten partiellen Differentialquotienten 
von z^ nach x und y vorstellen. 

Es wird beiden Gleichungen offenbar durch ein System 
von zwei Gleichungen zwischen xyzz^ genügt, und ihr Inte- 
gral kann mithin dargestellt werden durch zwei Oberflä- 
chen, deren Gleichungen sein mögen: 

z ^f[x, y), 

Diese Oberflächen wollen wir construiren. 

Ich werde conjugirte Punkte der beiden Oberflächen 
solche nennen, die auf einer z Ordinate liegen, und ebenso 
werden als conjugirt alle Bestandtheile der beiden 
Oberflächen zu bezeichnen sein, welche conjugirten 
Punkten angehören. 

Dies vorangeschickt, denke man sich in den Gleichungen I 
statt p q Piqi gesetzt die Neigungstangenten der congugirten 
Normalen : 

wo ?,!?,?; ?t7 ^1? & deren laufende Coordinaten bedeuten, 
so folgt : 

u{^ - x) -hv [f] — y)H-£ —z = 0, 

u(li-x) +t> (i?,-y) ^^,^z,= 0. 

Hit Hülfe dieser Gleichungen kann man nun zunächst die Diffe- 
rentialgleichungen I construiren. 

Man markire auf einer z Ordinate, die den Fusspunkt xy 
hat, zwei Höhen z und z^, construire zum Punkt z als Ursprung 
den Normalenstrablenfächer, dessen Lage bestimmt ist durch 
die Neigungstangenten (w, v) seines Loths. Ebenso construirt 
man für den Punkt z^ den Strahlenfächer der Normalen, des- 
sen Loth die Neigungstangenten (u, t>) hat. Die Lothe an beide 
Strahlenfächer sind offenbar die Elemente der conjugirten Cha- 
rakteristiken, welche durch die Punkte z und z^ gehen. Denn 
jedes Paar von conjugirten Integraloberflächen, welches durch 
diese beiden Punkte geht, muss auch diese Lothe enthalten, 
da auf ihnen alle Strahlen der beiden Fächer senkrecht stehen. 
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Denkt man sich nun den Punkt z fest, den Punkt z^ beweg- 
lich, so sieht man, dass, wahrend der Punkt z^ alle Lagen auf der 
z Ordinate durchläuft, das Loth an den Strahlenfücher z einen 
Kegel, den charakteristischen Kegel beschreibt. Für 
jede Lage der Punkte z und z^ ist mithin die Lage der conju- 
girten (Charakteristiken eine feste, und sie variirt ftir beide 
Punkte, wenn die Lage des einen Punkts verändert wird. 

Will man nun aber mit den angegebenen Elementen die 
Construction der Charakteristiken fortsetzen, etwa wie wir 
dies bei den Charakteristiken der Gleichung Ap + Bq^ \ im 
vorigen §. gethan haben, so stösst man auf eigenthümliche 
Schwierigkeiten, die ganz neue Ueberlegungen veranlassen. 
Dieselben Schwierigkeiten kehren im Allgemeinen bei den 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung wieder, 
und da sie, wie mir scheint, der Grund sind, warum man bis 
jetzt keine allgemeine Methode der Auflösung der partielleQ 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung besitzt, so will ich in 
diesem sehr einfachen Falle sie näher bezeichnen. 

Man denke sich für die Punkte xyz und xyz^ die Elemente 
der Charakteristiken construirt. Die Enden der Elemente, 
welche nicht in der z Ordinate mit dem Fusspunkte xy liegen, 
befinden sich in zwei andern z Ordinaten mit den Fusspunk- 
ien x'y\ x\y\^ und ihre Höhen werden SQiaz z\. Ich nehme 
nun an, man wolle die zu xyz^ gehörige Charakteristik weiter 
construiren. Zu dem Zweck construirt man natürlich zimächst 
den charakteristischen Kegel für den Punkt x^ y\ z^. Wel- 
chen Strahl dieses Kegels man zur Fortsetzung der Charakte- 
ristik wählen soll, hängt aber ab von der Lage des Punktes, 
in welchem die z Ordinate mit dem Fusspunkt x\ y\ die 
Oberfläche schneidet, zu der die Charakteristik xyz gehört. 
Allein diese geht nicht durch die z Ordinate mit dem Fuss- 
punkt x\ y\ , sondern eine andere benachbarte, deren Lage 
von den willkürlichen Funktionen des Integrals des Systems II 
abhängt. Mithin hängt auch der fernere Verlauf der Charakte- 
ristik xyz^ davon ab. Die Charakteristiken bilden also für ein 
System, wie das System I, nichteine Kurvenschaar , deren 
Integralgleichungen nur Constanten statt der Dif- 
ferentialquotienten ihrer Differentialgleichungen 
enthalten, sondern ihre Gestalt hängt von will- 

3* 
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kürlichen Funktionen ab und hierin liegt die erwähnte 
Schwierigkeit. 



Construotion der Integraloberflaohen dee QsrBtems I. 

Ich werde hier die Construction der conjugirten Integral- 
oberfldchen des Systems I mittheilen, weil sie das analytische 
Problem in ein vollkommen durchsichtiges und sehr einfaches 
geometrisches verwandelt. 

Der Einfachheit wegen nehme ich an, es seien auf der 
flpjs Ebene zwei willkürliche Kurven z==q>{x), !s^=g>^(x) ge- 
zogen, von welchen die Construction anzugehen hat. Von 
diesen Kurven werden wir nur die zwischen den z Ordinaten 
für die Fusspunkteocundo;^ (später^ und ^(**) genannt) befind- 
lichen Stücke gebrauchen. Wir markiren nun auf derac Axe von 
X an bis x^ die Punkte ^, ^', ^", ... ^W und bezeichnen die zu 
irgend einem Punkt ^W gehörigen Elemente der conjugirten 
Charakteristiken mit {wW, t;(**)) ; (u(**), t>(**^) . Nun coustruiren 
wir zum Punkt ^ das Element (w, v) (von dem wir annehmen 
wollen, das seine Projection auf die xy Ebene sich mit der 
Projection des Elements (u', t>') in der Gegend der positiven y 
schneidet, und dass seine Richtung mit der Richtung ^, ^', . . ^W 
einen spitzen Winkel bildet) ; zum Punkt ^' die Elemente {u\ v') 
und (u', t>') ; zum Punkt ^" die Elemente (w", v") und (u", \>) 
u. s. f., endlich zum Punkt ^M nur das Element (u(*"), öW), 
von dem wir wieder der Bequemlichkeit halber annehmen 
wollen , dass es sich in der Gegend der positiven y mit dem 
Element (m^*""*), v(''*""*)) schneidet, und einen spitzen Winkel 
mit der Richtung ^C*^), $("»-*)...$ einschliesst. Die Projectio- 
nen der Elemente : 

(u , v) und (u', t>') ; (u, v) und (u", t>"] ; . . . . 
(w(*»-*), vC^-')) und (u(*»), t>('^)) 
schneiden sich in einer Reihe Punkte, die wir mit 

bezeichnen wollen. Genau die nämliche Construction können 
wir, von diesen Punkten, statt von den ^,'^, ^" ... $("*^ ausge- 
hend, ausführen; sie liefert uns die Fortsetzung der Projec- 
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tionen der Elemente der conjugirten Charakteristikeu bis zu 
einer dritten Reihe von Punkten : 

und durch mehrmalige Wiederholung der nämlichen Construc- 
tion gelangen wir schliesslich zu den Reihen : 

Vm— 2» ^ w— 2> V m—z 

' und haben somit das Stück der Projectiouen der beiden 
Schaaren von Charakteristiken construirt, welches eingeschlos- 
sen ist : 

1) von der Linie : $, ^', ^", .... ^(~) 

2) von der Charakteristik: $, ^j, ^j, .... $^ 

• 3) von der CÄrakteristik : $W, $/">-0, ^/»w-«), ...^^. 

Nur in dem Falle, wo — und — gleichzeitig von z und js^ frei 

sind, und in einem anderen, sofort zu besprechenden Fall 
hängen die Projectionen der Charakteristiken auf die xy Ebene 
nicht von den Kurven j5=qp, js^ssqp^ ab. Nachdem diese Con- 
struction durchgeführt ist, denken wir uns den Uebergang zur 
Grenze in der Weise bewerkstelligt, dass der Abstand o^i—x 
beibehalten, die Zahl m der Punkte^, ^'.. aber unendlich wird. 
Es gehen dann die beiden sich kreuzenden Schaaren von Cha- 
rakteristiken : 

% ^v ?»,-?«; r, %', %, ••• *'m-i; etc. 

^(«)^ ?/«*-0, ... ^„; ^(»»-0, ^/«-«), .... ^„_,; etc. 

in zwei Schaaren stetiger Kurven über, deren Oerter die con- 
jugirten Integraloberflächen sind. Allein, und dies ist wichtig, 
mittelst der Kurvenstücke von x bis x^ kann nur 
das Stück conjugirter Integraloberflächen zwischen 
den Punkten $, ^(*^)und^,^ construirt werden, nur 
dieses ist durch die zwischen den Grenzen x und 
x^ willkürlich hinzuzeichnenden Kurven z=q> und 
z,=q>^ bestimmt. 

Ausserdem ergiebt sich, dass man durch die Kurven zs=ig> 
und z^ssg>^ nur ein Paar conjugirter Integraloberflächen des 
Systems I legen kann. 

Ich werde noch nachträglich nachweisen, dass wir es hier 
mit dem einzigen System von Charakteristiken zu thun haben. 
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welches das System I zulässt, d. h. mit den einzigen Kurven, 
deren Elemente keine Richtungsänderung erfahren , wenn man 
die Integraloberfläche in der Weise variirt, dass sie nicht 
aufhört, durch den Anfangspunkt des betrachteten Elements 
zu gehen. Wir nehmen an, es gebe zwei andere Richtungen 
((u)j (v)) und ((u), {t») von conjugirten Elementen der erwähn- 
ten Eigenschaft. Da nun die eine Integraloberfläche z. B. 
gleichzeitig durch die Elemente (i«, v) imd ((w), (v)) gehen 
muss, so würde eine Variation der Richtung der Normale auch 
eine Variation der Richtung ((u), (v)) bedingen, wenn man 
nicht die Integraloberfläche so variiren kann, dass die Rich- 
tung der Normale unverändert bleibt. Dies ist nun allerdings 
möglich. AHein weiter unten wird gezeigt werden, dass 
man dadurch auf keine neuen CharAteristiken des 
Systems I geführt wird. 

§.19. 
Ueber ^inen einllAehen Fall bei der Conatruotlo^ des g. 4 8. 

Anders verhält sich die Sache, wenn man annimitrt, es sei 

im System I — = — , in welchem Falle es »System 11« heissen 

mag^ Dann erhalten die conjugirten Charakteristikenelemente 
die nämlichen Projectionen auf die xy Ebene, und dies ermög- 
licht eine Fortsetzung ihrer Construction , ohne dass man die 
willkürlichen Funktionen zu kennen braucht. Denn da ihre 
xy Projectionen zusammenfallen, so treffen beide von conjugir- 
ten Punkten ausgehenden Elemente von Charakteristiken die- 
selbe z Ordinate in conjugirten Punkten. Und nun hängt ihre 
Fortsetzung von keiner willkürlichen Funktion rtiehr ab, son- 
dern ist nur auf eine Weise möglich, da nur ein Paar conjugir- 
ter Charakteristikenelfemente zu zwei conjugirten Punkten gfe- 
hört. Die conjugirten Charakteristiken des Systems II hängen 
mithin nur von der Lage ihrer Anfangspunkte ab. 

Kehren wir einen Augenblick zum System I des §. 47 zu- 
rück. Ich nenne die Projectionen der conjugirten Elemente 
der Charakteristiken für den Punkt z: 

dxj dy, dz, 
für den Punkt z^ : 

rff^» öJ,y, rf^j. 
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Dann hat mau für das System I : 

dx — udz bäO, 
dy — vdz sts 0, 
djflc — ttd^j»! = 0, 

Dies sind die Differentialgleichungen seiner Charakteristiken, 
die indessen nicht in genügender Zahl zur Bestiminung der 
Unbekannten vorhanden sind. Wird indessen w = u, v = t> ge- 
setzt ^ so folgt auch dx=^d^x, dy^^d^y^ und die Differential- 
gleichungen feduciren sich auf folgende : 

udy —vdx=iO, 

udz — cfcc = 0, 

ndz^ — cfcc = 0, 
weiche die Vana|||n xyzz^ enthalten, und zu deren Bestim- 
mung ausreichen. Ihre Integrale seien : 

so denke man sich die Constanten ausgedrückt durch die 
Coordinaten von zwei nicht conjugirten Punkten : 

ODjyy z ; (D ^y , Zt ; 
auf den beiden Charakteristiken. Wir erhalten dann folgende 
sepbs Gleichungen: ' 

f(^', y\ ^'j ^x) = f («> Vi ^, ^i)j 

A(^', y\ «', ^i) = fzixj y, z, z^j, 

f{x,y,ZjZ,) =* f{x, y, z, z^j, 

/» f 99 9t 99 ft\ r l \ 

/»(^"j y'j ^'y ^x) «= ft[^y y-, ^, ^i), 

Es mögen die nicht conjugirten Punkte x\ y\ z ^ x% y\ js/' 
zwei beliebigen Kurven : 

K (^'» y'i ^) = ö» A*i (^"> y'- «ri ** ^ 

angehören. Eliminirt man aus diesen vier und den obigen 
sechs Gleichimgen die Grössen : a?', y', %' ; x'\ y\ a/' ; «/, a", 
so erhält man zwei Gleichungen zwischen den Variabein xyzz^^ 
welche , denkt man sich daraus z und z^ als Funktionen von 
X und y bestimmt, die Oerter darstellen aller cosjugirten 
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Charakteristiken, die durch beide Kurven il«9, X|»0 und 
^ = 0, /i, = gehen. Diese Oerter sind dann offenbar zwei 
conjugirte Integraloberflächen , womit das Problem der Inte- 
gration des System II vollständig gelöst ist. 

.J AGOBI hat bekanntlich gezeigt, vsrie man das allgemeine Inte- 
gral eines Systems von der Form II mit beliebig vielen Gleickun- 
gen und Yariabeln finden könne. Es schien mir indessen nicht 
überflüssig, hier geometrisch den einfachen Fall des System II 
zu betrachten, weil dadurch im Resultat eine zu grosse Allge- 
meinheit vermieden wird, und die Bestimmung der willkür- 
lichen Funktionen durch die Grenzbedingungen sich ohne 
Schwierigkeit ausführen lässt. - 

Bemerkung I. Hinzuzufügen ist ^ttj^j d^ss offenbar 
zwei endliche Stücke von willkürlichen Ftmktionen im Fall^ 
des System II kein allseitig begrenztes Stück Oberfläche be- 
stimmen wie beim System I, da durch die den Punkten^, ^ ... 
entsprechenden conjugirten Punkte der Kurven ä = qp und 
z^ =s g>^ eine Schaar von conjugirten Charakteristiken ihrer 
ganzen Ausdehnung nach bestimmt vnrd. 

Bemerkung II. Es giebt zum System I gehörige For- 
men, deren Integraloberflächen eine oder mehrere conjugirte 
Charakteristiken haben, die von den willkürlichen Funktionen 
unabhängig sind, während die Gestalt der übrigen mit den 
willkürlichen Funktionen variirt. Es sei das System : 






wo t; und D nur x und y enthalten, gegeben, und ich nehme 
an, die gewöhnlichen Differentialgleichungen : 

dx ^ dx 

hätten eine gemeinschaftliche , gleichviel ob singulare oder 
particuläre LösuQg ; 

wo also y eine Wurzel der Gleichung : 

sein muss. Man hat dann die gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen : 
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dg dy 

d^t dy ^ 

wo y aus den Funktionen w und tt) mit Hülfe der Gleichung 
y = y {x) entfernt zu denken ist. Deren Integrale , ver- 
bunden mit der Gleichung y = g> der gemeinschaftlichen Pro- 
tection des conjugirXen Charäkteristikenpaares , sind nur von 
zwei Parametern abhängig. Es gilt also der Satz : Die conju- 
girten Integraloberflächen des Systems! haben soviel conjugirte 
GbaüdLieristikenpaare als die Differentialglmcbungen:: 

-?- = «. T^=» 
dx ^ dx 

gemeinsame Lösungen. Und wir wissen, dass conjugirte Cha- 
rakteristiken vouflpn willkürlichen Funktionen unabhängig 
sind. Es ist klar, dass diese Bemerkung sich in gewissen 
Fäl]^n auf das allgemeinere System I erstreckt. 



§.20. 

Pa0 System I ist einer partiellen Differentisl^ichung sweiter 

Ordnung äquivalent. 

Das System I ist deshalb von besonderem Interesse^ weil 
eis mit linearen partiellen Differentialgleichungen zweüer 
Ordnung eng verwandt ist. Differenziri man die Gleichung 
vp^vq^ nach ob und y, und eliminirt aus dea beiden so er- 
haltenen Gleichungen und dem System I jb,, p^j q^, so erhält 
man eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung für js. 
Geben wir z, B. dem System I die Form: 

up "hvq c=to, «. 

ttP4+J)9i«to, '.■■■< 

und nehmen an^ dass u, v, u, t> nur \öh (üund y\, io und tt> da- 
gegen vbfUi allen -Yaiiabeinabhängien; differenziren die erste 
Gleichung einmal nach a?, da3 andere Mal nach y und addi- 
ren ihre Derivirten, nachdem die erste mit u, die zweite mrit 
D multiplicirt worden, so folgt: 

wo die partiellen Differentiationen durch die Indices angegeben 
sind. ;Setst man noch : >! : Ici 
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So kann man die eben erhaltene Gleichung auf die Porm : 

Är-t'Bs'hCt^Dp'hEq — F 
bringen, in der A^ B^ C, Z>, E auf beliebige Weise nur von 
X und y, F dagegen von x^ y, a, p-htiq abhängen dürfen. 
Denn die Goefßcienten A^ B, C^ Z>, E lasset sich durch die 
Funktionen u, v^ u, t>y w^ und F mittelst to ausdrücken. 

Die ContaotoliaMikteristikeii und deren «Ugemelnft iHfMmkih^ 

gleiohungen« 

£& sei die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
■ F{qc, yyz,p,q,r, 5, ^j^ 
vorgelegt, so liefert das Verfahren das GesCTz der Integralober- 
flächen durch Variation lediglich der willkürlichen Bestand- 
theile des Integrals zu verändern, Durchschnittslinien der ur- 
sprünglichen und der variirten Oberfläche, die indessen keiner 
präzisen analytischen Definition fähig sind, da sie von den Va- 
riationen der willkürlichen Punktionen abhängen. Moitgb 
hatte den Gedanken , die Variation unter einer gewissen Be- 
dingung geschehen zu lassen, um zu einer von den Variationen 
der willkittrlichen Funktionen unabhängigen Durcfaschnittslinie 
Xtt gelangen;. Diese Bedingung besteht darin ^dass er Inder 
DurchsebÄittc^liaie mdit. allein die Coordmaten a^ y^ z ihrer 
Punkte und die Projectionen dxj rfy^ ids ihrer Elemente, son- 
dern auch die Richtung der Normale an die Integraloberfläche 
mithin p und q unverändert lässt. Bei der Variation ist also: 
dx=(Sy (Jy=0, Jj3=0, 3p^d, ^gss*O,*d«te=0, ddy=0, ddzt=:0. 
Die ursprüngliche und die varürte Oberfläche tangiren sich 
längs der Gharäkteristik und es bleibt in ihr der Variation 
unterworfen nur r, Sy t. : Die Variation von F=30 liefert: 

wo: : 

n-öF o_dF rp^hF 

^=-5F' ^=-57' ^^IT- 
Nun ist-. > 

., dqassdx^tdy 
und dp z. B. ist gleich je)|— jo, wo p und p^ sich auf zwei 



#: 



}J>, 
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aufeinanderfolgende Punkte x y z und x^ jfj ^i ^®^ Cha- 
rakteristik bezieben. Daher hat maiu dp^-^dp^Mddp^Oy 
rfgr, — d^rasddqfsaO, und • 

drdx-hdsdtftxO^ 

Die Eliiäination von dr, d^, dt ergiebt die Glldichtmg der Cha- 
rakteristiken : 

9i=Äd/ — Sctedy + rdßc* = 0. 

Man hat im Ganzen folgende allgemeine Relationen zwi- 
schen den Diffef entialen der Variabein x, y^ z, p, q, r, «, t : 

dz= pdx-hqdy i)\ 
dp= r(hc+sdy 2) 
= sdx + tcb/ 3) 
=:acte+Bdy 4) 
cb= idx-hcdy 'S) 
* di = ccte H- t)dy 6) 

wo mit a, B, C, b die vier dritten Differeritialqüoiienten von z 
nach 0? und y bezeichnet sind. Die Differentiation nach x und y 
der Gleichung F=0 ergiebt: 

ÄbH-Sc4-rbi4-iIj=0, 
wo : 

Ausi diesen ^Gleichungen mit Bülfe der obigen a, 6^, c, b elihiinirt 
folgt wegen 9? = : 

Äcferft/-^- Tdtdx-^H^dxdyt^rO 8)1 ^*' 
Bi^ Ol€iioliunge& 9t, 8?«, /> 4) S^ 3) dind die 6 Gleichungen, die 
man für die €haraktdri6tikeii erhalten kanü. Addirtman die 
beiden Gleichungen St^, nslöhdem man die erste mit dx, die 
zweite itiit '^ mültlpltcirt, und riebt vom Resultat Stcfo ab, sb 
erhalt mari tfF.tted^ ab oder dJPotiO. lÄt die Gleichung ^«0 
liBeär", d. h; hat sie die Form : 

F^^Äf +^^Ä 4- 7Y — ITä 0, 
wo i?, S, r, 17 Funktionen Vbn a;, y, ;8, p, g sein können , so 
kann man die Gkichuagen djer Gbarakteristik ein wenig mo- 
dificiren. Die Elimination von r, s, t aus den Gleichungen 
D 2), D 3), Fl liefert wegen Ä^ 0: 
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ytl = Rdpd^'^Tdqdx'-UdxdyszO. 
Man hat also in 9t, 9t{ und D 4) drei Gleichungen, die nur die 
fünf Yariabeln x, y, z^ p, q enthalten. Diese letzteren liegen 
bekanntlich der MoNGB^AxpftAB^schen Theorie zu Grunde. An 
ihre Stelle treten aber auch bei den linearen Gleichun- 
gen, wenn es sich um die allgemeinen Gleichungen der Cha- 
rakteristik handelt, die 6 Gleichungen: 9t, 9^ 4) und 8),* 

Bemerkung, Ich bemerke noch, dass man mit den Glei- 
chungen : F=sO und dF=0 eine der Variabein Xj y, ä, /?, q, r, s, t 
eliminiren kann. Man behält dann ihrer 7, und die fünf Glei- 
chungen: 9?, 9ij 4), i) 1), 2), 3). Findet man noch eine Be- 
dingung, der man die Charakteristiken genügen lassen kann, 
so ist der Einfluss der willkürlichen FunljpDnen auf ihre Ge- 
stalt beseitigt, und man würde ihre Gleichungen mit 6 will- 
kürlichen Parametern erhalten. Wir werden in der Folgenden 
Nutzen dieser Bemerkung erkennen. 

Ueber die Charaktoriiitikeu des vollständigen Integrals von 

Unter den Integralen mit willkürlichen Constanten der 
vollständigen partiellen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung F;(a;, y^ Zj p, 9, r, $, t) SS ist es das mit fünf Gonstanten: 

f(x,% z, a, ß, y, «, 9=0, 
welches, wenn irgend eines, den Namen des vollständigen 
Integrafs ;verdient, deshalt), weil man, gleichviel welches 
seine ZusammeQSQtzui^g sei, zu jener vollständigen Differential* 
gleichung, gelangt durch Elimination der fünf Parameter aus 
der Gleichung f^=p^ mid deren Derivirtjeu nach x^ y, xx, xy^ yy. 
Wir wolljsn hier die Gleidiiungen der Charakteristiken der In- 
tegraloberflächen /*== aufsuchen, die offenbar nicht von will- 
kürlichen Funktionen abhängen, sondern ausser den Parame- 
tern a, /?, ... deren nur noch einen enthalten können. Setzen 
wir: 

so ist': 

df^ü 
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eine erste Gleichung der Charakteristiken. Zwei andend sind 
nach dem Vorigen : 

wo 

dx dy 

und <Ue letzte Gleichung ergiebt sich durch Elimination von 

dco, dy aus den Gleichungen : 

drdx-hdscfyssQ^ 

dsdx^ dufysasQ, 
Sie lautet : 

wo r, s, t ebenfallaipuf bekannte Weise aus den Differential- 
quotienten von /* gebildet zu denken sind. Aus diesen vier 
Gleichungen: df=0, (JpssO, 3q=:0, ös^-^drätssO hat man 
drei der Verhältnisse -ß-, -^, —1, —^ zu eliminiren und das 

Zurückbleibende als einen neuen Parameter c anzusehen. Die 
Elimination liefert dann eine Gleichung von der Form : 

welche gleichzeitig mit /*== dem Doppelsystem der Monge'- 
schen Charakteristiken auf f=0 angehört. Die Gleichungen 
der Charakteristiken hängen somit von den 6 Parametern 
a, ßj y, €, ^ und c ab. 

Enthält das Integral /"= eine geringere Anzahl als fünf 
willktlrliche Constanten, so wird diese ganze Betrachtung illu- 
sorisch. . 

§. 23. 

Eintheilung der partiellen Differentialgleiehungen sweiter ' 
Ordnung nach ihren Charakteristiken. 

Aus der Gleichung 

Rdy^ — Sdxdy H- TVir* = 0, 
folgt : 

2Rdy==dx\S±ys^-^iRT\, 

Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung zerfallen also ganz 
naturgemäss erstens in solche , für die S* — 4 ET wesentlich 
positiv ist. Diese haben zwei Schaaren von Contact- 
charakteristiken. 
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Daim in solche, fiir die S^^iRTmzO ist. Die zu dieser 
Klasse gehörigen DiffereDÜalgleichungen erhält man durch Eli'* 
tnination von a aus den Gleichungen : 

r + 2a5 -I- a*i = 2 ^ [x, y, a, p, q, a) , 

^ **" ^^"^Ji 9 i^^ y^ «> Py 9y «) j 
wo q> eine willkürliche Funktion aller ihrer Argumente ist, 
oder man erhält sie durch Elimination von or aus den Glei-* 
chungen : 

= (t+ß) da + (r-ha) dß, 
wo ß wieder eine willkürliche Funktion von o?, y, s, p, g, ft 
vorstellt*). Diese Klasse von DifiFerentialgleichungen hat nur 
eine Schaar von Charakteristiken. 

Endlich kann S'— 4 KT negativ sein. Dann hat die Diffe- 
rentialgleichung keine Contactcharakteristiken, und die Inte- 
grationsmethoden , mit Hülfe deren man die Integraloberflä- 
chen als Oerter der Contactcharakteristiken auffinden würde, 
müssten im letzteren Falle Integrale mit imaginären Symbolen 
liefern. 

Enthält F r und t nicht, hat es also die Form : 

s=^q>{x, «/, z,p, q), 

so ist es nicht überflüssig, darauf aufmerksam zu machen, dass 

alsdann aus 

yi=dxdy == 

geschlossen werden muss, es sei cte = die Differentialglei- 
chung der Projection der einen Schaar und dy = diejenige der 
Projection der anderen Schaar Charakteristiken. Gemäss einer 
schon angewandten und später noch ausdrücklich zu rechtfer- 
tigenden Bezeichnungsweise, haben wir für die Projeetionen 
der Charakteristiketi in diesem Falle : 



*)Da diese Formen, welche wir als der Gleichung 5'— 4 /}f=0 allgemein 
genügend angegeben haben, allerdings sämmtliche partikulären Integrale, 
'nur nicht diejenigen, aus denen sie entstanden sind, enthalten (nach einer 
Bemerkung von Lagkange, die im folgenden Theil dieser Untersuchungen 
zur Sprache kommen wird), so muss man die betreffenden partikulären 
Integrale noch hinzufügen. Es sind folgende : 

r + 2 (y^5 + (f'U = (ft 

wo </) und </), willkürliche Funktionen von x, y, 2, p, q shkl. 
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oder: 

so dass die Projectionen der Contactcharakteristikeu auf die 

coy Ebene zwei Schaaren von Geraden sind, die eine der 

X Axe, die andere der y Axe parallel. Die Gleichung : 

dz = pdx + qdy 

giebt dann für beide Schaaren : 

d^z=spd^Xy 

dz =qdy 
und wegen 

s^q>{x,y,z,p,q) 

kommen noch die Gleichungen : 

d^q = qni^Xj 
dp = q)dy 
hinzu, die sechs Gleichungen : 

dxzssO, djy= Ol, 

dz =s qdy, d^z=pd^x, 

dp s= q)dy, d^q = (pd^x 

sind dann die Gleichungen der beiden Charakteristikenschaa- 
ren der Gleichung s=^q>. 

§.24. 

ZuBammenhaing der Contaotcharakteristiken mit depjenigen 

desQsrBtemsI (§. 48). 

Eliminirt man z^j p^, q^ aus den Gleichungen: 

up 4- vqf sas 1 , 
up,H-t9, = 1, 
so folgt eine Gleichung von der Form : 

uyxT -♦• 5 (wl> -4- vu) -4- vU a= J7, 
wo U eine Punktion von a?, y, z^ p, q bedeutet. Die DiflFe- 
rentialgleichung der Contactcharakteristiken dieser Gleichung 
wird : 

Mudy* — [u'o -f- vu) dxdy 4- v^tda? =s 0, 
welche ein Produkt der beiden Gleichungen : 

ttdy — t;da?=:0, 
ud^y — t>d^x= 0, 
ist, derselben, welche nach §.19 die Gleichungen der Projectio- 
nen der im §. 48 beschriebenen Charakteristiken des Systems I 
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vorstellen. Die letzteren sind demnach mit den Contactcha- 
rakteristiken identisch , mid es folgt noch der Satz , dass die 
beiden conjugirten Integraloberflächen des Systems I congruente> 
Projektionen ihrer Gontactcharakteristiken haben. 

§. 25. 
Einige Transformationen. 

Ich werde hier noch einige Transformationen angeben, 
durch welche bekannte lineare partielle Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnung mit den Gleichungen von der Form des 
Systems I in Zusammenhang treten. 

Setzen wir : 

p + VqsssTtj 

P + »? = ^ij 
wo 7t und 7t ^ neue Variabein bedeuten, dann ist : 

, ^ bjr bv 

dx ^ bv ' 
. bn bv 

oy ^ oy 
Diese beiden Gleichungen addirt, nachdem man der zweiten 
einen Factor u gegeben hat, kommt : 

n . / . \ . X bji bn / bv , bv \ 

Setzt man C gleich irgend einer Funktion von xypq^ und macht 

wo A und B nur Funktionen von xy vorstellen , und setzt dann 
Ij = w, so hat man statt der Differentialgleichung : 

C=^r + As + Bt 
folgendes System zu integriren, 

bn bn ^ ,7r— TT, / bv bv\ 

bx ^ tt— V \bx ^/' ä\ 

bn^ bn^ ^ n-^n^ / bu _^\ 

^x ~Sy ii— V \bx by )' 

Ftir-A + u -jr- =s z. B. reducirt sich die erste auf eine lineare 
ox oy 

partielle erster Ordnung. Es sind u und v die trigonometrischen 
Tangenten der Neigungen der Elementprojectionen derMoNGs'- 
schen Charakteristiken für die Gleichung C^^r+As-^Bt gegen 
die ccAxe. Wird C gleich Null gesetzt, so erhalten vorstehende 
Gleichungen die symmetrische Form : 
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bn bn bv , bv 

"S — + W -X — -K — + u -5 — 
öx oy_ ^^ öx öy^, 

TT— TTt V — U gv 



ÖTTj bn^ bu Ott 

^x ^5^ da? by , 



Die Form 



P+9> («, z^) 9 =0, g. 

führt auf die andere 

und diese, wenn man js + ^jg^ssf, ^ + 9i2i=^i setzt, führt 
auf die symmetrische Form : 



da? 



de, dy 



5) 



Man kann ein System von der Form : 

wo Cund V beliebige Funktionen von x und y, nicht ohne Wei- 
teres auf die Form 5) bringen. Statt auf das System 2) (welches 
durch eine auf der Hand liegende Substitution in die Form 6) 
übergeführt werden kann) , lässt sich aber die Gleichung 
r-h As^Bt = doch auf die Form 5) bringen, unter andern 
auf folgende Weise : Man denke sie sich, was bekanntlich im- 
mer möglich, in folgende Differentialgleichung 

verwandelt, wo \p und xp^ aus A und B entstanden sind, indem 
man p und g f ür a; imd y geschrieben hat, und p, q, ß, er, z 
die Differentialquotienten von einer neuen Variabein ^ nach 
(c und y sind. ^ ist mit z durch die Gleichung ä -f- ^ = oy + yg 
verbunden*). Es sei mm: 



*) Diese Sabstitution rührt von Legekdre her, und findet sich in sei- 
ner Abhandlung Sur l'Equation de la moindre Surface, Par. Mäm. 4787, 
S. 309. Ampere hat ihrnoch einige ahnliche Substitutionen hinzugefügt, die 

P. DD Bois-Rbtmond, Bcitrftgfp. 4 
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eine neue Variabele. Durch Differentiation der Gleichung A=y 

folgt : 

dl b<p b(p 

bx ^Sp ^5ö" ' 

Ö^ ^ ^!L s + ^^ t. 
by ~bp ^Sq^ 

Die zweite Gleichung mit einem Factor ^ multiplicirt und beide 
Gleichungen addirt, folgt : 

bx . t ^^ _. ^^P ^^^s(^^ ^. f ^^\ ^ ^^^P t 

"Sx ^ ^y ~Sp \^Q ^bp ) ^ ^Sq 

Sind 

^xmAX — q>[p, q), 

^,undX,= (p,(p, q). 

die beiden simultanen Paare von Lösungen der Gleichungen : 

b(p t ^^ :-xu hl 
bq ^ ^iT ' bp ' 

so sind also die Vs die Integrale des Systems : 

-^^^by-^^ 
bK , t bli' ^ 

wo in ^, §, fürp und q aus ^ = 9), ^,=9)^ die Variabein A und A, 
substituirt zu denken sind. Dieses System hat dann die Form 



häufig sehr gute Wirkung thun : Application de la th^rie, etc. i 8 Gah. 
de l'Ec. Polyte. S. 88. Man kann diese Substitutionen zusammenfassen 
wie folgt : Führt man in die Gleichung : 

*) C = z—xp—yq (die Argumente sind p und q, -k-— = — o?, -v — = — j/), 
2) i = z—xp (die Argumente sind p und y, -^p- = — a?, -^ = q), 

3/ l»= »— ffy (die Argumente sind x und q, -^ = p, -^ = — y) 

ein, so geht sie über in ; 

^) r^ -ÄSa +i?T +i4+ ü(cr»- (>t ) = 0, 

2) i4(>»+ 2 5(yi + t^r, + r- fi(<y,»-^4Tj = 0, 

3) l/(?,-2S(y,-ilr,-Ä+r((y,*-p,T,) = 0. 

Wo die Coefficienten Ä, etc. nicht verändert sind und die griechischen 
Buchstaben q, etc. die Ableitungen der { nach ihren Argumenten bedeuten, 
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3], die auf die Form 5] führt. Die g)'» sind übrigens die beiden 
Integrale der Gleichung : 

und X und X^ sind die Integrationsconstanten dieser Integrale. 



VI. Construction der IntegraloberllAchen der partiellen 
DilSlerentialgleieiiungen zweiter Ordnung. 

Wir werden die Titelaufgabe erfüllen, indem wir uns 
nicht der Charakteristiken bedienen, sondern wir werden die 
Integraloberflächen als Enveloppen von Abwickelbaren dar- 
stellen. 

Die Gleichung F (x, y, %, p, g, r, *) = O. 

Wir beginnen mit der Construction der Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung : 

P [^1 y, ^j P^ Qj r, s] = 0, 
in der also t fehlt. 

Setzen wir p = ^i und sehen js, als eine neue Variabele 
an, so folgt das System : 

Wir haben also die zwei conjugirten Oberflächen z = f{x, y) , 
jSj = f^ [x, y) , zu construiren. Zu diesem Zweck führen wir 
statt der Grössen p, g, p^, g, die Neigungstangenten 

der Normalen an die conjugirten Punkte der beiden Oberflä- 
chen ein. Die Gleichung F= schreiben wir nicht weiter hin, 
die Gleichung p = ä| aber wird : 

1—^ = ^1 i^—z) 
und bedeutet, dass für ein gegebenes z^ die Projection auf die 
ccz Ebene der Normale an den Punkt z eine feste ist. Daher 
entspricht dem Punkt z ein Normalenstrahlenfächer, der senk- 
recht auf der xz Ebene steht, und das Loth auf diesen Fächer, 
nämlich das zum Punkt z gehörige Element der Charakteristik 

4* 
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der Oberfläche zssf[Xj y) , dieses Loth liegt in einer Paralle'- 
len zur xz Ebene. Wählt man einen bestimmten Strahl des 
Fächers z^ so erhält auch q einen festen Werth, und dann ent- 
spricht dem Punkt z^ ein Normalenkegel. Es ist also jedem 
Strahl des Normalenfächers z ein Normalenkegel z^ conjugirt. 
Diesem Normalenkegel js^ entspricht ein Polarkegel js^, der der 
charakteristische Kegel der Oberfläche z^ = /*, [x, y) ist. Ich 
werde nun zeigen, wie man mit Hülfe dieser^ Elemente • und 
zweier gegebener willkürlicher Funktionen- die Integralober- 
fläche j3 = /* (iT, y) construiren kann. Zu diesem Zw eck nehme 
ich auf der zy Ebene zwei willkürliche Kurven js = ^(y), 
^i==yi(y) 3^- ^c^ markire zunächst zwei conjugifte Punkte 
auf beiden. Der Punkt z^ bestimmt die Lage der vom Punkt 
z entspringenden Charakteristik. Die Grösse q wird dadurch 
bestimmt, dass der Normalenfächerslrahl gleichzeitig senkrecht 
auf der Charakteristik imd auf dem, an den Punkt z stossen- 
den Elemente der Kurve s=^qi{y] stehen muss, da die Inte- 
graloberfläche, deren Normalen Strahlen der Normalenfächer 
sein sollen, durch die Kurve j5 = y(y) zu legen ist. Da die 
Normale an den Pimkt z hierdurch bestimmt ist, so ist es auch 
der Normalenkegel z^. Ich denke mir in derselben Weise für 
alle conjugirten Punkte der beiden Kurven die Normalen z und 
die Normalenkegel z^ construirt. 

Legt man gegenwärtig durch alle Pimkte der Kurve 55=y(y) 
Ebenen, senkrecht zu den diesen Punkten zugehörigen Norma- 
len j3, so werden alle diese Ebenen eingehüllt von einer ab- 
wickelbaren Oberfläche, welche in der Kurve j5=:y(y) die In- 
tegraloberfläche js = /* (ar, y) tangirt. 

Betrachten wir ferner die Kurve z^ = y^ (y) , zu deren 
sämmllichen Punkten wir die Normalenkegel construirt hatten. 
Wir können mit Hülfe dieser Kegel eine oder mehrere ab- 
wickelbare Oberflächen durch die Kurve z^^=cp{y) legen, 
welche in dieser Kurve die Oberfläche z^^=f^ [x, y) tan- 
giren. 

Dies geschieht auf folgende Weise . Wir legen durch die auf- 
einanderfolgenden Punkte ^, ^„ ^2 ••• ^^^ Kurve 55, =9)1 (y) 
Ebenen, die auf der Kurve senkrecht sind und welche die für 
die Punkte "iß, ^„ ^2 • • • ^^^ Spitzen construirter Normalenkegel in 
einem oder mehreren Strahlen schneiden werden. Betrachtet 
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raan nun eine Reihenfolge 5, 5^, s^ ... dieser geschnittenen 
Strahlen, legt durch den Punkt ^ eine Ebene senkrecht auf den 
Strahl 5, durch den Punkt ^, eine Ebetie senkrecht auf äjU. s. f., 
so werden alle diese Ebenen von der in Rede stehenden Ab- 
wickelbaren eingehüllt. 

So haben wir zwei conjugirte abwickelbare Oberflächen 
durch die Kurven z=a{p^ ^i*=9>i gelegt, welche den Reginn der 
Construction bilden. Deren Fortsetztmg liegt nun auf der Hand. 
Wir nehmen nSmlich in der Entfernung Jx von der yz Ebene 
eine ihr parallele Ebene an, welche von den beiden conju- 
girten abwickelbaren Oberflächen in zwei neuen Kurven «'=9)', 
j5/=say/ getroffen wird. Nun construiren wir zu diesen neuen 
Kurven in derselben Weise, wie so eben, zwei neue abwickel- 
bare Oberflächen, welche in den neuen Kurven die Oberflächen 
zssf(x, y) und jj, =/*, (ap, y) tangiren. Dann gehen wir zu 
einer dritten Ebene in der Entfernung 2z/a? über, auf welcher 
die neuen conjugirten Abwickelbaren die Kurven js" = qp", 
%"ssi(p^' bestimmen, u. s. f. und bekommen so zwei Schaaren 
von conjugirten Abwickelbaren, welche eingehüllt werden von 
den Oberflächen %ssf [x^ y) , js, = f^ ((r, y) . 

Die letztere ist nur eine Hülfsoberfläche und nicht weiter 
zu gebrauchen imd die willkürlichen Funktionen , welche, wie 
wir nun klar erkennen, zur RestimmuAg der Oberfläche 
z=sf[x, y) nothwendig ipid ausreichend sind, bestehen aus 
der Kurve js=y(y), durch welche diese Oberfläche, gehen soll, 
und dem willkürlichen Werthe von/> (=5Jj) in dieser Kurve. 
Es ist also willkürlich an der Integraloberfläche der Gleichung 
F [x, y, Zj />, g, r, ä) = eine Kurve , durch welche man sie 
gehen lässt, imd die Neigung ihrer Tangentialebene beim 
Durchgang durch diese Kurve. 

§.27. 

Ueber die Construction der Gleichung: 

P (aj, y» p, g, r, *, t) = 0. 

In der also ^ fehlt. Wir setzen p^z^, 9=^2» ^*=i^i> 
sssq^ssp^^ t^qz und erhalten die simultanen Gleichungen: 

F (aj, y, Äp Zjj, p„ q^ oderp^, 92) =0 

9i =*Pf 
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Dann nehmen wir auf der yz Ebene die beiden willkürlichen 
Kurven 5?,=qr>/y), JS2==92(y) ^^- Für je zwei conjugirte Punkte 
z^ und Z2 dieser beiden Kurven sind die zugehörigen p^, q^; 
Pv 9t ^^^ Normalen an die durch sie gehenden Integralober- 
flächen: z^^sf^ (a?, y), ^2=^/2 (^> y) ^^^ beiden simnltanen 
Gleichungen F = und P2 ^ 9i 9 einmal durch diese beiden 
Gleichungen, und dann durch die Gleichungen 

dz^^p^dyj dz^tszp^dy 
bestimmt. Da nun die Lage der conjugirten Normalen eine feste 
ist, so kann man auf die mehrfach angegebene Weise durch 
beide Kurven z^zssg>^^ z^^ff^ solche Abwickelbare legen,, 
welche in diesen Kurven die Flächen jSj =3/*,, js, a ^ tangiren. 
Diese Abwickelbaren schneiden eine in der Entfernung /Ix zu 
der yz Ebene parallel construirte Ebene in zwei neuen Kurven 
js/ = 9>/, z^ = q>2y mit denen man genau wie mit den ersten 
zu verfahren hat, um zwei neue Abwickelbare zu erhalten, 
u. s. f. Alle diese Abwickelbaren werden dann von den Ober- 
flächen 5?|=/i, ^2=% eingehüllt. Aus diesen ergiebt sich aber 
durch Quadratur die Oberfläche z^. Die willkürlichen Funk- 
tionen sind also diesesmal die Anfangswerthe von p und 9. 

§.28. 
Ueber die Construotion der Gleichung: 

An der Stelle dieser betrachten wir nun endlich das System: 

F (05, y, z, z^, Ä„ p„ q^ oderp^, ft) ==ö, 

9i=P«> 
^, = p, 

Die zweite Gleichung ist eine Folge der beiden letzten. 
Nimmt man auf der yz Ebene wieder zwei Kurven ^i=gpi(y), 
z^=sq)^{y) willkürlich an, so ergiebt sich wegen js^ss^f dar- 
aus die dritte z=:q>{y), an der nur ein Punkt willkürlich 
ist. Und mit Hülfe der Gleichungen dz^^^q^dy, dz^^^q^dy 
kann man nun auch durch die dreiKurvenjsss^), js^s=^^, z^^q)^ 
drei Abwickelbare legen, welche die drei Integraloberflächen: 

2=/" (^) y)» ^i=A (^> y), ^2=A [^1 y) tangiren, und die Con- 
struction lässt sich dann fortsetzen wie die früheren. Es sind 
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mithin auch hier willkürlich nur die Fuiiktionen z^ 3= y^ und 
z,=g)j oder p und q für die Anfangs werthe. Man Übersieht 
übrigens leicht, dass man auch als willkürlich hätte annehmen 
können, z. B. z^q> und j8f,=y,, woraus sich eine Bestimmung 
für Zj =s qpj ergeben haben würde. Im Allgemeinen zeigt sich 
also Folgendes. Die Integraloberflächen der Gleichungen von 
der Form : 

P («?, y, ^, P, ?, r, 5, t) «.0" 

sind bestimmt, wenn neben einer gegebenen Kurve, durch 
welche sie gehen müssen , auch noch die Lage ihrer Tangen- 
tialebene in dieser Kurve gegeben ist. 



§.29. 

Ueber die Construction eines Systems von 2wei Differential- 

^ gleiohungen. 

Das allgemeine System : 

F (a?, y, z, 5j, p, 9, p„ q,) = 0, 
F, (a?, y, Zj 5J„ Pj q, p,, q^] = 

gehört seiner Natur nach zu den partiellen Gleichungen zweiter 
Ordnung, weshalb die Construction seiner Integraloberflächen 

zzssf[Xy y), z^^sif^ (ar, y) hier noch folgen soll. 

Diese ist ausserordentlich einfach, wenn man nur die Be- 
dingung erfüllen will, dass die beiden Oberflächen durch zwei 
gegebene Grenzkurven js = y(y), Äi = 9>i(y) auf der yz Ebene 
gehen sollen. Denn alsdann bestimmen die beiden Gleichun- 
gen F=0 und F, = im Verein mit 'den Gleichungen dz=qdyy 
dzi=qidy die Grössen p, q, p,, q^ und diess reicht aus, um 
die tangirenden Abwickelbaren zu construiren. 

Man kann aber auch die Bedingung aufstellen, dass die 
Oberfläche z=sf [x, y) unter gegebener Neigung durch die ge- 
gebene Kurve z=q>{y) auf der yz Ebene gehe. Dann ist in die- 
ser Ebene js, p, q gegeben, und daraus folgt eine Diflerential- 
gleichimg für 2,=qP| (y) durch Elimination von pj aus den Glei- 
chungen F=0, Fj=0. Durch beide Kurven z=q)j z^=s(p^ kann 
man mm wieder Abwickelbare legen, welche eine umz/o; ent- 
fernte Parallelebene der yz Ebene in zwei Kurven zss(p\ 
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z^i=q>^ treffen, und diese hat man dann als Ausgangskurven 

zu bebandeln, d. b. die Gleichungen : 

P [Jx, y, ä', ä/, p', 9, p/, g/) = 0, 
F, (Jx, y, z, z;, p\ q\^ p/, 3/) = 0, 

d%\j=iq^dy, 
bestimmen die Grössen p', q\ p^', g/, welche zur Construction 
der neuen Abwickelbaren dienen, u. s. f. 



Dritter Abselmitt. 

Interpretation des Integrals der Gleichung 

F [x, y, z, jp, g) == 0. 



Voraussichtlich wird die Er^iittelung des Gesetzes von 
Integraloberflächen immer hinauskommen auf das Aufsuchen 
von Kurven, die jenen Oberflächen angehören, und sie bei Va- 
riation eines Parameters nicht verlassen. Wir haben schon in 
den §§. 16, 19 gewisse partielle DifiFerentialgleichungen kennen 
gelernt, deren Integraloberflächen dieOerter vonKurvenschaa- 
ren sind, die durch Variation von Parameteni entstehen, ujad 
deren Gestalt von keiner willkttrlichen Funktion abhängt. 
Solche partielle Differentialgleichungen lassen sich immer mit 
Hülfe eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen in- 
tegriren. Während wiederum andere , und zwar die grössere 
Mehrzahl der partiellen Differentialgleichungen auf ihren Inte- 
graloberflächeu keinKiu^vensystem haben, dessen Individuen 
nicht unter dem Einfluss der willkürlichen Funktionen des In* 
tegrals stünden. Solche partielle Differentialgleichungen auf- 
zulösen, existirt noch keine allgemeine Methode. 

Ist mm eine partielle Differentialgleichung, so beschaffen, 
dass ihre Integraloberfläcben Oiertei* von EuiVen sind , die nur 
nach Parametern variiren , so bilden diese gleichsam das Ge- 
rippe des Integrals, und die individuelle Gestalt einer Integral- 
oberfläche ist offenbar accessoriscb. Eine ähnliche Bemer- 
kung, welche Monge bei Gelegenheit seiner Untersuchungen 
über die Gleichung F {x, y, ^, p, ?) = machte , hat ihn ver- 
anlasst, jene Kurven Charakteristiken zu nennen. Es ist auch 
klar, dass man unter der Annahme der Existenz eines Gharak- 
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teristikensysiems das Gesetz der Integraloberfläche in der 
Weise variabel denken denken kann, dass die ursprüngliche 
und die veränderte Integraloberfläche durch dieselbe Charak- 
teristik gehen. Dies kommt darauf hinaus, dass man in der 
Differentialgleichung die Differentialquotienten p, 9, r, s, t etc. 
entweder alle oder zum Theil variabel , die Variabein xyz und 
die Projectioneu dx, dy, dz des Elements der Charakteristik 
aber als unveränderlich ansieht. Es sei z. B. die lineare Glei- 
chung: 

gegeben, so giebt die Variation von p und q : 

Adp -h Bdq :=ai , 

Aus dz=pdx+qdy folgt noch: 

dxdp H- dydy =: , 

Und durch Elimination von dp und dq findet majiAdy^Bdx=sO, 
Da dies nun der Nenner der Auflösungen der Gleichungen : . 

Ap + Bqsss:\^ 

pdxH-qdy^sdz 

nach p und q ist, so müssen auch deren Zähler verschwanden, 
was noch eine Gleichung, wies dies ausreicht, liefert. Ebenso 
geben die Gleichungen des §. 19, nämlich: 

Up 'hVq s=zWj 

up,-hvq^=:w^, 
pdx-^qdy^dz^ 
p^dx-^q^dy^dz^ 
durch Variation von p und q und p^ und q^ und Elimination der 

Variationen : 

vdy —vdx^^> 

Dies ist wiederum der Nßuner der Auflösungen jener vier Glei- 
chungen nach p, g, Pj, q^. Setzt man auch die Zähler gleich 
Null, so kommen noch, wie ausreichend und erforderlicl^, die 
zwei Gleichungen: 

wdx-^udz =0, 

w^dx — udz^^siO. 

Variirt man endlich p und 9 in : 

P (a?, y, 5J, p, q) = 0, 
pdx -+• qdyssidzy 
so folgt : 
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Pdp+Qdq =0, 

dpdx-hdqdyssO 
und dies giebt : 

Pdy — (?cte = 0, 

die bekannte Gleichung der Charakteristiken der Gleichung 
PasO. Diese Methode der Herleitung der Gleichung der Cha- 
rakteristiken empfiehlt sich zwar auf den ersten Blick durch 
Einfachheit, indessen abgesehen davon, dass dabei noch man- 
ches dunkel bleibt, ist sie nicht geeignet, die Integralober- 
flächen zu construiren und zu classificiren. Der richtigste 
Weg bei der geometrischen Behandlimg von Differentialglei- 
chungen scheint mir vielmehr der zu sein, die Bedeutung der 
Differentialgleichung zu ermitteln und deren Integrale auf die- 
ser Bedeutung fassend aus Linien oder Flächenelementen zu 
construiren. Die Bedeutung der Gleichung F» ist im ersten 
Theile dieser Abhandlung dargelegt worden. Die andere Auf- 
gabe wird der Gegenstand dieses dritten Abschnittes sein. 



VII. Integraleharakteristiken und Integralconoide. 

§• 30. 

Allgemeines über die Charakteristiken der Oleiohmig Fa^O. 
Definition der Integralcharakteristiken. 

Wir haben (§. 11) Charakteristiken der Gleichung F=0 
genannt alle Kurven, deren Gleichungen die totale DifTerential- 
gleichung <D(a?, y, z, x', y) =0 erfüllen, die durch Elimina- 
tion von p und q aus den Gleichungen F^O, Py'— Qa;' = 0, 
px'+py'=s\ erhalten wird. Es ward nöthig sein, hier eine 
Unterscheidung eintreten zu lassen, von der in diesem §. die 
Rede sein soll. 

Die Normalen an alle Integraloberflächen, welche durch 
einen gegebenen Punkt ^ gehen können, bilden den Kegel 
F=0, dessen Spitze der Punkt $ ist. Construirt man zu 
dem Kegel F=0 den Polarkegel <D=0, so ist dieser Polarkegel 
selbst gleichsam eine Integraloberfläche, wenigstens in der 
unmittelbaren Nähe seiner Spitze. Seine Strahlen sind die 
Elemente der Charakteristiken (§. 11). 

Wir wollen nun zunächst untersuchen, wie viel Gharakte- 
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ristiken man durch jeden Punkt einer Integraloberfläche legen 
kann, und dann prüfen, ob jede der Gleichung (/> =5 genügende 
Charakteristik auf einer Integraloberfläche liegen kann, iit*^el- 
chem Falle in die Gleichung der Charakteristiken eine will- 
kürliche Funktion einginge (§. 18). 

Der erste Punkt ist schnell zu erledigen. Der Polarkegel, 
den man für jeden Punkt einer Integraloberfläche construirt, 
berührt nämlich dieselbe in der Nähe seiner Spitze , und zwar 
im Allgemeinen niu* mit einem Strahl. Geht man auf diesem 
Strahl bis zu einem der Kegelspitze sehr nahen Punkt, so 
bleibt man auf der Integraloberfläche , und construirt man nun 
zu dem benachbarten Punkt wieder den Polarkegel, so berührt 
dieser wiederum die Oberfläche in einem Strahl, auf welchem 
man zu einem dritten Punkt gelangt, etc. Man kann daher 
durch einen Punkt einer Integraloberfläche nur eine Charakte- 
ristik letgen. 

Die zweite Frage wollen wir zimächst analytisch be- 
handeln. 

Zu dem Zweck betrachten wir irgend eine Kurve auf 
einer [InUgralobedläche. Geht man aiuf einer solchen Kurve 
von einem Punkt zum andern über, so entspricht dies einer to- 
talen Differentiation der Gleichung F=0. Sehen wir wie bisher 
z als Arguniitenl ah, so giebt dies : 

DP=Pp'+ Qq'+ Xoj'-f. Yy-^-Z = *) / 
Es ist aber 

p' = rx' -hsy'y 

q-=ssx -^ty 

und durch partielle Differentiation derGleichungF=0 findet man : 

/ , PÄ4-0^4-r+?Z = 0. 

Die Elimination von r, ä, t aus den letzten vier Gleichungen giebt 
die Gleichung DF. Bestimmt man indessen aus ihnen eine 
der Grössen r, 5, ^, so erhält man einen Bruch, dessen Nenner 
Py—Qx' ist. Ist daher die gewählte Kurve eine Charak- 
teristik, so müssen wegen Py'— Qa?' = auch die Zähler der 



*) Ich werde in Zukunft mit D totale Differentiationen bezeichnen, wo- 
bei ich, wenn keine Verwechselung möglich ist, je nach der Bequemlich- 
keit , mir Differentiale oder Differentialquotienten im expliciten Ausdruck 
gesehrieben denken werde. 
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Auflösungen nach r, s, t verschwinden, und dies liefert äooh 
eine Gleichung, nämlich : 

oder: 

Qq'hy'{Y^qZ)^0. 

Die Summe dieser beiden Gleichungen ist die Gleichung /)Fa=:0. 
Aus den Gleichungen : 

px '^qy z=z\^ 

Qx'^Py'^0, 
Pp +x{X'^pZ) = 0, 
• Qq'hy{Y + qZ)^0 
kann man die Differentialquotionen x\ y\ p\ q bestinmien, 

und findet : 

P 



X = 



^ : P9^Q9 



p =- 
q =- 



X + pZ 



Pp-^ Qq 

Y-^qZ 



c. 



.Pp-^QqJ 

Ich verzeichne noch folgende später zu benutzende Gleichung : 

(X-hpZ)^'-(r+9Z)p' = , C,. 

Mit Hülfe der Gleichung FäO kann man z. B. aus den drei 
ersten Gleichimgen q eliminiren, und sie sind dann drei ge- 
wöhnliche DifiFerentialgleichungen mit den vier Variabein xyzp. 
Sämmtliche Gleichungen C beschränken in keiner Bezie- 
hung die Wahl des Strahls des Polarkegels , auf welchen man 
von seiner Spitze xyz zu einem benachbarten Punkt ^-l-<fec, 
y-hdy^z+dz überzugehen gedenkt, um eine Charakteristik 
zu construiren. Construirt man für den letzteren Punkt den 
Polarkegel , so verwandeln sich für irgend einen seiner Strah- 
len, der zur Fortsetzung der Charakteristik dienen soll, p in 
p-hdp, q in q-hdq. Ist nun dp imd dq bestimmt, so ist es auch 
der Strahl des zweiten Kegels und die Charakteristik kann 
nicht mehr willkürlich fortgesetzt werden. Aus den Gleichim- 
gen C folgt : 

dq=: — dz Tr-7 TT • 
^ Pp-^ Qq 
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In diesen Gleichungen ist xyz durch die Spitze des ersten Po- 
larkegels gegeben, p und q durch dessen Richtung, dx durch 
seine Länge. Also sind dp und dq bestimmt, und mit ihättk die 
Lage des Strahls des zweiten Kegels. Daraus ergiebt sich, 
dass von einer Charakteristik, soll sie auf einer Integralober- 
fläche liegen, nur ein Element der Lage und Richtimg nach aus 
dem Polarkegel , dem es angehört, willkürlich herausgegriffen 
werden darf. 

Hiermit ist die zweite Frage ebenfalls erledigt. 

Ich werde, wo es nöthig ist, Charakteristiken der letzte- 
ren Art, von den übrigen, welche die Gleichung <D=sO erfül- 
len, durch die Benennung »Integralcharakteristiken« 
unterscheiden. 

§.31. 
Integralconoide. Deren Qeneration. Sie sind IntegraloberflSchen* 

Ist ein Punkt .im Räume und die Lage der durch ihn ge- 
henden Charakteristik gegeben, so ist damit die Charakteristik 
ihrer ganzen Länge nach bestimmt. Hieraus folgt, dass man 
durch irgend einen Punkt so viel Charakteristiken legen kann, 
als der für diesen Punkt als Spitze construirte Polarkegel Strah- 
len hat, mit a. W. : jeder Strahl dieses Kegels berührt in der 
Kegelspitze eine Charakteristik , indem er ein Element mit ihr 
gemein hat. 

Denkt man sich nun alle Charakteristiken, die durch einen 
Pimkt ^ gehen, gleichzeitig construirt, so ist ihr Ort eine eigen- 
thümliche conoidische *) Oberfläche, für welche der Punkt $ 
ein Einschnürungspunkt ist , mit deren merkwürdigen Eigen- 
schaften wir uns hier beschäftigen wollen. Diese Oberflächen 
mögen Integralconoide heissen, um in der Benennung ihre 
wichtigste Eigenschaft anzudeuten, nämlich die, dass sie Inte- 
graloberflächeu sind. Die letztere Behauptung will ich bewei- 
sen, indem ich eine Inlegraloberfläche construire, deren Cha- 



*) Ich gebrauche hier das Wort »conoidisch« schlechtweg für kegel- 
artig. Uebrigens können die Conoide, von denen hier die Rede ist, Gestal- 
ten haben , die mit den Kegeln ausser in der nächsten Umgebung ihrer 
Spitze nichts gemein haben. Wir werden z. B. sehen, dass sie in gewis- 
sen Grenzfällen in Kugeln etc. übergehen können. 
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rakierisiiken sämmtlich durch den Punkt ^ gehen. Diese wird 
mit dem Iniegralconoid , dessen Spitze der Punkt ^ ist, iden- 
tiscBpein müssen. 

Für jeden Punkt der von seiner Spitze ^ sehr wenig ent- 
fernten Directrix eines Polarkegels construirt man abermals 
den Polarkegel. Diese Polarkegel »erster Etage« werden ein- 
gehüllt von einer Oberfläche, welche offenbar noch grosse 
Aehnlichkeit mit einem Kegel hat. Für jeden Punkt einer neuen 
Kurve, welche man auf der UmhüIIimgsfläche der Kegel erster 
Etage äusserst nahe der Directrix des Kegels $ zieht, con- 
struirt man nun die Polarkegel »zweiter Etage«, welche von 
einer zweiten Oberfläche eingehüllt werden. Dann construirt 
man die dritte Umhüllungsfläche, u. s. f. Alle diese Umhüllungs- 
oberflächen werden ihres Theil umhüllt von einer conoidischen 
Oberfläche, die im Punkt $ mit dem für diesen Punkt als Spitze 
construirten Polarkegel zusammenfällt. Mithin gehen ihre 
sämmtlichen Charakteristiken durch diesen Punkt, oder sie ist 
der Ort sämmtlicher durch den Punkt ^ gehender Integral- 
charakteristiken, und ist eine Integraloberfläche, weil sie in je- 
dem ihrer Punkte einen Polarkegel tangirt. 

§. 32. 

IMe charakteristische Abwickelbare und einige Sügensohaften 

der Conoide. 

Ich nenne »charakteristische Abwickelbare« eine 
folgendermassen erzeugte Oberfläche. 

Es sei eine Reihe Punkte ^, ^^, ^,7 ** ^^^ einer Integral- 
charakteristik gegeben. Wir construiren zu jedem den Polar- 
kegel, imd legen durch jeden eine Tangentialebene an den 
Polarkegel, welche gleichzeitig die Charakteristik berührt, so 
werden, wenn man die Zahl der Punkte ins Unbegrenzte ver- 
mehrt und ihre Abstände verschwinden lässt, alle Tangen- 
tialebenen von der »charakteristischen Abwickelbaren« einge- 
hüllt. 

Alle wie immer gestalteten Integraloberflächen, welche 
durch eine bestimmte Integralcharakteristik gehen, müssen in 
dieser die charakteristische Abwickelbare berühren. Dieses 
ist ein wesentlicher Unterschied der Integrale der nicht linearen 
von denen der linearen partiellen Differentialgleichungen. Da wir 
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in §^ 4& gesehen haben ^ dass die Gleichung jeder Oberfläche, 
welche man durch die Charakteristiken der letzteren legt« die 
Differentialgleichung erfüllt. w 

Construirt man nun zu sSimmtlichen durch einen Punkt ^ 
gehenden Charakteristiken die Abwickelbaren, dann ist ihre 
Umhüllungsoberfläche das Integralconoid, dessen Spitze im 
Punkt ^ liegt. 

Man stelle sich auf dem Conoid irgend eine quer durch die 
Charakteristiken gezogene Kurye vor, und denke sich zu allen 
Punkten dieser Kurve die Conoide^^ deren Spitzen sie sind, 
construirt, so werden diese Conoide von dem ersten eingehüllt. 
Je zwei benachbarte von diesen Conoiden schneiden sich aber. 
Nun ist klar, dass, wenn die umhüllten Flächen sich in der 
Umhüllungsfläche schneiden, sie von dieser berührt werden. 
Mithin werden die Conoide, deren Spitze auf der transversalen 
Kurve liegen, vom ersten Conoid berührt. 

Aus dieser Bemerkung ziehen wir einen für das Folgende 
wichtigen Schluss. Zwei Conoide, welche mit. ihren 
Spitzen auf derselben Charakteristik liegen, be- 
rühren sich längs dieser Charakteristik in ähnlicher 
Weise wie zwei Kegel längs eines gemeinsamen Strahls. Ein 
Conoid steckt im Andern, 

Wir können noch eine Bemeritung hinzufügen. Da alle 
charakteristischen Abwickelbaren , die durch einen Punkt ge- 
hen, von dem Conoid eingehüllt werden, dessen Spitze in die- 
sem Punkt liegt, alle wie immer beschaffenen Integralober- 
flächen, die durch den Punkt gehen, aber von den charakteri- 
stischen Abwickelbaren tangirt werden , so ist das Conoid 
die Hülle aller gleichviel wie gestalteten Integral- 
oberflächen der Gleichung F=0, welche man durch 
jenen Punkt legen kann. 

Ich werde später auf die Eigenschaften der Integralco- 
noide ausführlicher zurückkommen. Zunächst aber habe ich 
an das Gesagte einige unerlässliche Betrachtungen über die 
Integralcharakteristiken und deren Gleichungen anzuschlies- 
sen. 
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VIII. lieber die Integraleharakteristiken als Kurven- 
# System im Räume. 

§. 33. 
Die Integrala ihrer Diflbrentialgleiöhtmigexi. 

Nennen wir in Zukunft DiflFerentialgleichungen der Inte- 
gralcharakteristiken die Gleichungen (§. 30} : 

P 



af^ 






Pp-^Qq' 

Q 

Pp-k-Qq^ 
X-^pZ 



Cdy 



Pp-k-qQ') 

in denen man sich ^ (durch a?, y, s, p mit Hülfe der Gleichung 
F^O ersetzt zu denken hat. Die Integrale dieser Gleichungen 
seien: 

ß = li{x, y, z, p) [C|, 

Man denke sich femer gegeben irgend drei andere ganz belie- 
bige Gleichungen : 

b = l^{x,y,z,p) UCi), 

als Integrale der Gleichungen : 

x^%f)[x,y, Ä, p), I 
y' = t//,{a?, y, ;?, p),j(Cd) 

P'= V^2(aJ, y, ^, P)J 
(wo also die Z oder die xp von einander unabhängig sind), 
so können diese offenbar ebenfalls durch ein Kurvensystem im 
Raum ähnlich wie die Charakteristiken dargestellt werden. 
Es wird sich nun darum handeln festzustellen , wodurch sich 
das allgemeine Kurvensystem von dem System der Integral- 
charakteristiken unterscheidet, und dann zu sehen, welche 
Bedingungsgleichungen für die Funktionen h aus diesem Un- 
terschiede folgen. Denn sie sind offenbar nicht, wie die Funk- 
tionen Z, unabhängig von einander, da die Funktionen x\ y\ p' 
von Xy y, z, p es ebenfalls nicht sind. 

P. DU Bois-Ebtmond, Beiträge. 5 
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§.34. 
Ueber die Bedeatung des System {Ca), (Q). # 

Welche Bedeutung man;? beilegt, ist gleichgültig. Man 
kann sich p stets durch x* oder y\ eine der Neigungstangenten 
der Elemente der die Gleichungen (Ca) darstellenden Kurven 
ersetzt denken. Denkt man sich p aus den Gleichungen x^=^xp^ 
y' zssxf)^ eliminirt, so erhält man wieder die Gleichung eines 
Kegeis, und man sieht, dass die Elemente der Integralkurven 
der Gleichungen (C^) in jedem Punkte des Raumes einen Kegel 
bilden. Das Raisonnement am Schlüsse des §. 30 lässt sich 
hier wiederholen und es folgt, dass die Integralkurven des Sy- 
stems (C<j) bestimmt sind durch die Bedingung, dass sie einen 
gegebenen Punkt mit gegebener Neigung zu passiren haben, 
und zwar ist nur eine Neigungstangente des Elements, wel- 
ches den Punkt passirt, willkürlich. 

Alle Integralkurven des Systems (C<j) , welche einen Punkt 
^ passiren, haben demnach ebenfalls zum Ort eine conoidische 
Oberfläche und der Unterschied der Systeme (C,) und C,- liegt 
nun auf der Hand. Er kann nämlich nur darin gesucht werden, 
dass zwei Integralconoide , deren Spitzen auf einer Integral- 
charakteristik liegen, einander längs dieser Kurve berühren, 
während die Conoide der Gleichungen (C^) , deren Spitzen auf 
einer individuellen Integralkurve dieser Gleichungen liegen, 
sich in dieser Kurve unter endlichem Winkel schneiden. Es 
ist analytisch leicht einzusehen , dass die Conoide, w eiche mau 
zu den Punkten der Integralkurven des Systems (C^) con- 
struirt, einander im Allgemeinen nicht berühren können, und 
andererseits wird sich in der Folge ergeben, dass die Bedin- 
gung des Contacts der Integralconoide in den Charakteristiken 
ausreicht, um die Integraloborflächen einer Gleichung F=0 zu 
construiren. Die Betrachtung dieses §. ist deshalb von In- 
teresse, weil sie andeutet, wie man ein System von drei ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen mit vier Variabein geome- 
trisch darstellen kann. 

Zunächst wollen wir die in den vorigen §§. entwickelten 
Vorstellungen auf ihre einfachste Form bringen. 
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§.35. 
Die Integralatreifen. 

Denkeu wir uns eine Integralcharakteristik C construirt, 
und auf derselben beweglich den Punkt ^. Durch diesen 
Punktsiegen wir eine neue Integralcharakterististik Cj, welche 
mit der ersten den unendlich kleinen Winkel e einschliessen 
mag. Beide Charakteristiken gehören offenbar dem Gonoid an, 
dessen Spitze im Punkt ^ liegt. Lassen wir nun auf beiden 
Charakteristiken eine Ebene rollen, welche stets beide gleich- 
zeitig berührt, so werden die verschiedenen Lagen dieser Ebene 
von einer Abwickelbaren eingehüllt, die längs der ersten Cha- 
rakteristik einen unendlich kleinen Winkel mit der charakteri- 
stischen Abwickelbaren einschliesst (§. 32) , und mit ihr zu- 
sammenfällt, wenn man den Winkel e verschwinden lässt. 
Dies ist der Sinn der obigen geometrischen Entwickelungen. 

Ich werde den Streifen der Abwickelbaren, weleher zwi- 
schen den beiden Charakteristiken liegt, den »Inte gralstrei- 
fen für die Charakteristik C imd den Punkt S« nennen, und 
mii (c, $) bezeichnen« 

§.36. 
TTeber die Charakteristiken der Gleiolrang ff {Pt9) =3. 

Die Beantwortung der Frage, welches die allgemeinste 
Form der Gleichung F = sei , für welche die Integralcharak- 
teristiken gerade Linien werden, würde Schwierigkeiten dar- 
bieten. Eine scheinbar sehr allgemeine Form eines Integrals 
mit zwei Constanten, dessen Charakteristiken geradlinig sind, 
ist diese : 

Die zweite Gleichung der Charakteristiken wird dann : 

b^ di//j dl//, /biff 5i//4 bxff^ 



0=»^a; 



öi/^i ,, . öl/;, /öxfß dl//, di//,\ 

wonunalsoa,/?und^=:-^ die Parameter der Charakteristiken 
sind. Es folgt aber aus der ersten Gleichung : psssxp^ qss \p^. 
Mithin ist jene Form nicht allgemeiner als diese: 

welche auf die Differentialgleichung : 

3* 
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F=5f — ojp — yg — g)(p,5f)==0 
führt. Es wird in der Bemerkung am Schluss des gegenwär- 
tigen §. gezeigt werden, dass die vorstehende Differentialglei- 
chung äquivalent ist mit der Differentialgleichung der abwickel- 
baren Oberflächen : 

g>{p,q)^0 

Die geometrische Interpretation dieser Gleichung ist aber 
folgende. 

Ihr charakteristischer Regel verändert seine Gestalt nicht, 
während die Spitze den Ort verändert, und, da die Charakte- 
ristiken gerade Linien sind, so ist der Polarkegel gleichzeitig 
das Integralconoid. Der Integralstreifen der Gleichung gp = 
ist das Stück Ebene , welches zwischen zwei unendlich nahen 
Strahlen des Polarkegels eingeschlossen ist. 

Sehen wir irgend eine Charakteristik G der Gleichung 
g) [p^ 9) = als die primitive an und denken uns darauf einen 
Punkt ^ beweglich , durch welchen wir eine secundäre Cha- 
rakteristik Gl legen, welche mit der ersten den Integralstreifen 
(c, ^) giebt. Die Ebene des Streifens (c, ^) bleibt stets un- 
endlich nahe der Tangentialebene an den Kegel $ im Strahl C, 
welche der charakteristischen Abwickelbaren entspricht ; der 
Punkt $ mag was immer für eine Lage annehmen. Lässt man 
ihn in unendliche Entfernung rücken, so ist es erforderlich, 
den Winkel zwischen den Geraden GG^ zweiter Ordnung werden 
zu lassen, damit ihre Distanz unendlich klein bleibe. Dann 
werden sie aber parallel. Die Tangentialebene an den Polar- 
kegel $ in der Geraden C tangirt aber alle Polarkegel , deren 
Spitzen in ihr liegen, und zwar in den, G parallelen Strahlen. 
Mithin fällt, der Streifen (c, c») ganz in dieselbe, und sie ist 
als aus solchen Streifen zusammengesetzt anzusehen. 

Wir haben bis jetzt zwei Gattungen von Integralober- 
flächen der Gleichung g> (p, 9) = kennen gelernt. Ein- 
mal den Kegel $, welcher offenbar zusammengesetzt ist aus 
Integralstreifen von der Form (c, ^) , wo ^ für alle Integral- 
Streifen oonstant bleibt. Dann die Ebene, welche der Lage 
nach bestimmt ist , durch die Bedingung eine gegebene Cha- 
rakteristik G zu enthalten und zusammengesetzt ist aus Strei- 
fen von der Form (c, 00) , wq C und ^ (von dem mindestens eine 
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Goordiuate oo ist) von Streifen zu Streifen variiren. Es giebt 
noch eine dritte Art Integraloberflächen der Gleichung q>=sOy 
welche aus Streifen mit variabelm ^, dessen Coordinaten in- 
dessen endlich sind, bestehen, nämlich die Abwickelbaren, auf 
welche wir noch zurückkommen. 

Was die beiden soeben besprochenen Gattungen Integral- 
oberflächen, den Kegel und die Ebene, betrifft, so ergeben 
sich deren Gleichungen aus der Gleichung q>p=g> [Pj 9} = auf 
folgende Weise : 

Ist die Gleichung der Ebene : 

so müssen die Grössen a und ß die Gleichung 

erfüllen, soll jene Ebene eine Integraloberfläche der Gleichung 
9p =: sein. Da man femer die Gleichung in Neigungstangen- 
ten des Polarkegels des Kegels 9) =;: erhält, indem man p und 
q aus den Gleichungen : 

px' + gy'««, 

dp ^ oq 
eliminirt, so hat man in das Ergebniss der Elimination nur 

'~^' , ^^^ für x' und y zu setzen, um seine Gleichung in den 

laufenden Coordinaten xyz zu gewinnen. Seine Spitze ist der 
Punkt x^y^z^. 

Bemerkung. Differenzirt man die Gleichung : 

P (Py qy »--xp—yq) = 
nach X und nach y, so erhält man : 

r^ + s^^Q 

hp hq ' 

und hieraus folgt die Differentialgleichung zweiter Ordnung der 
abwickelbaren Oberflächen: rt— s*=:0. Giebt man ihrem 
ersten Integral einfach die in diesem §. besprochene Form 
q)[p^ ?) = 0, so ist uns die Bedeutung der willkürlichen Funk- 
tion q> oder vielmehr der Gleichung 1// (a, 6) = 0, welche man 
durch Elimination von p und q aus den Gleichungen : 
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erhält, aus dem Capitel III hinlänglich klar. Indessen mag 
noch, folgende Bemerkung das dort Gesagte ergänzen. 

Eine Abwickelbare ist nur der Ort der sämmtlichen Tan- 
genten an eine räumliche Kurve (Kurve doppelter Krümmung), 
und diese ist die Rückkehrkante der Abwickelbaren. Da der 
Polarkegel xf/ (a, 6) = seine Gestalt von einem Punkt des 
Raumes zum anderen nicht verändert, so ist er durch eine ein- 
zige Rückkehrkante aller in 9) = enthaltenen Abwickelbaren 
bestimmt, wie man folgendermassen einsehen kann. Wir 
notiren auf der betreffenden Rückkehrkante die Punkte 
^, ^j, ^27 ••• ^^^ ®s sei^^4 = (fe (Neigungstangenten a, b); 
^^^2 = ^1 (Neigungstangenten a„ 6J , etc. Die Kurve ^, ^^, . .. 
liefert im Punkt ^ einen Strahl des Kegels t/; = : nämlich 
(a, b) ; gehen wir mit diesem Kegel (der vorläuig nur aus 
einem Strahl besteht) über zum Punkt ^^, so kommt hier der 
Strahl (a,, b^) hinzu; im Punkt ^ kommt der Strahl (o^, b^ 
hinzu, u. s. f., so dass die Kurve in ihrer Gesammtheil ein end- 
liches, stetiges Stück Kegelfläche bestimmt. 

Die eben entwickelte Beziehung zwischen irgend einer 
Rückkehrkante der Abwickelbaren g> = und dem Polarkegel 
xp = 0, ist eine geometrische Eigenschaft aller räumlichen Kur- 

« 

ven. Es seien 

fiC s=s A (jg) , 

die Gleichungen einer solchen , so liefert die Elimination von % 
aus den Gleichungen : 

/ dx ^ dl 

dz "" da ' 
f dy dX^ 

eine Gleichupg xp {x% y) = 0, welche man ansehen kann als die 
Gleichung einer Kegelfläche , die entsteht , wenn eine Gerade 
so bewegt wird, dass sie einen gegebenen Punkt ^ nicht ver- 
lässt, iHid in jeder ihrer Lagen irgend einer Tangente der 
Kurve a;=A, y=A| parallel ist. Dieser Kegel t^=sO hat merk- 
würdige Eigenschaften, z. B. folgende: Nennt man »Haupt- 
ebenena einer räumlichen Kurve \) die Ebene, welche zwei 
successive Elemente derselben erhält, 2) die Normalebene, 
3) die Tangentialebene an die Kurve, welche auf diesen beiden 
Ebenen senkrecht steht : so sind dies auch drei Hauptebenen 
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in Bezug auf den Kegel xp=sO. Die erste ist die Tangential- 
ebene an diesen Kegel, die dritte ist die Normalebene, und die 
zweite ist die Tangentialebene an den Polarkegel des Kegels 

Wenn der Kegel t/; =s durch die räumliche Kurve voll- 
kommen bestimmt ist, so wissen wir aus der Theorie der to- 
talen Differentialgleichungen (Cap. III), dass eine Umkehrung 
dieses Satzes unzulässig ist. 

§.37. 
Integralplanoide. 

Vergleichen wir die Integraloberflächen irgend einer Glei- 
chung F (x, y, Zj p, gf) s= mit denen der Gleichung q) (p, q) = 0, 
so finden wir, dass das Conoid die dem Polarkegel der Glei- 
chung ^ = analoge Gattung ausmacht. Das Conoid besteht 
nämlich aus Streifen, für welche ^ constant ist. 

Stellen wir uns nun vor, die Charakteristiken seien stetige 
Linien, welche Zweige haben, die sich in die Unendlichkeit 
verlieren. Es sei C eine solche Charakteristik, ^ ein Punkt 
darauf und wir denken uns $ nach beiden Richtungen in die 
Unendlichkeit auf der Charakteristik fortbewegt. Dann wird 
der Streifen (c, oo) einer Grenzgestalt entsprechen, die das 
Analoge des auf dieselbe Weise bezeichneten Streifens der 
Gleichung gj)=0 des vorigen §. ist. Es sei C die primitive Cha- 
rakteristik, Cj die zweite, welche mit ihr den Streifen (c, oo) 
bildet. Es seien mit anderen Worten ^„ ^, ^_^ drei auf ein- 
anderfolgende Punkte der Charakteristik C. Die Charakteristik 
C^mag fortwährend durch den Punkt $' gehen, der döm Punkt ^ 
sehr nahe auf der charakteristischen Abwickelbaren liegt. Dann 
ist der Streifen (c, oo) die Grenze der Streifen (c, ^J und 
(c, ^—i), wenn die Punkte ^, und $_, sich beide nach ent- 
gegengesetzten Richtungen auf der Charakteristik bewegen 
und in die Unendlichkeit fallen. Zu C^ construiren wir den 
Streifen (c^, oo), welchen dann noch die Charakteristik C^ be- 
grenzt. An Cg schliesst sich der Streifen (Cj, oo) an, u. s. f. 
Diese Streifen 

(c, oo), (c„ oo), (c,, oo), .... 
schliessen sich zu einer Oberfläche zusammen, welche mithin 
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unter den Integraloberflächen der Gleichung F=:0 die nämliche 
Rolle spielt, als die Ebene unter denjenigen der Gleichung 
^asO. Wir werden diese Oberflächen daher Pianoide nen- 
nen, wobei es wohl kaum einer Erwähnung bedarf, dass die 
Gestalt der Pianoide ebensowenig mit der Ebene, als die Ge- 
stalt der Gonoide mit dem Kegel gemein hat. 

Aus der Art der Entstehung der Planoide geht hervor, 
dass zu einer Charakteristik nur ein Planoid gehört, welches 
durch sie hindurch geht. Da indessen jedes Planoid eine 
Schaar von Charakteristiken enthält, so ist anzunehmen, dass 
das Gesetz der Planoide v(m zwei Parametern abhängt , wäh- 
rend, wie wir wissen, das Gesetz der Integralcharakteristiken 
deren drei enthält. Die Richtigkeit der Annahme kann auf 
folgende Weise bewiesen werden. Ich werde zeigen, dass das 
Gesetz aller Planoide, die durch ein endliches, begrenztes Flä- 
chenstück gehen, nach nur zwei auf den Umfang des Flächen- 
stücks bezüglichen Parametern variiren kann. 

Man denke sich irgend eine Ebene durch die Charakteri- 
stiken gelegt, und auf dieser Ebene einen Kreis gezeichnet. 
Der Kreis wird zunächst einen Raum bestimmen, welcher alle 
Charakteristiken, die durch seine Fläche gehen, enthält. Auf 
die durch diesen Raum gehenden Planoide bezieht sich das 
folgende Raisonnement. Ist der Halbmesser des Kreises hin- 
länglich klein , so werden alle Planoide , welche durch einen 
Punkt der Kreisfläche gehen, die Kreisperipherie schneiden. 
Und jedes Planoid, das die Kreisperipherie schneidet, gehört, 
wie wir wissen, einer dieselbe Linie schneidenden Charakte- 
ristik an. Also werden alle Schaaren von Planoiden , die man 
fttr die Punkte des Kreisumfangs erhält, die Anzahl der für die 
ganze Kreisfläche zu construirenden erschöpfen. Die für einen 
Punkt der Peripherie zu construirenden Planoide variiren nach 
einem Parameter, ein zweiter Parameter bestimmt den Ort 
auf dem Kreisumfang, also hängt ihr Gesetz nur von zwei Pa- 
rametern ab. 

Ich bin mir wohl bewusst, im Vorstehenden keine allge- 
meine Definition der Planoide gegeben zu haben. Denn sie h% 
auf die Charakteristiken nicht anwendbar, welche geschlossene 
Kurven sind, welche in der Endlichkeit abbrechen, u. s. f. 
Es ist eben vorausgesetzt , dass sie Zweige haben , die in die 
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Unendlichkeit gehen. Nichtsdestoweniger bietet die ganz all- 
gemeine geometrische Eigenschaft der letzteren Art Cha- 
rakteristiken Pianoide zu liefern, eine Bürgschaft dafür, dass 
diese Oberflächen allgemeine analytische Charaktere haben, 
die auch gewissen Integraloberflächen bei den Charakteristi- 
ken, die wir ausgenommen haben, zukommen. 

§. 38. 

Analytische Form der Bedingung für den Contaet der 

IntegraJstreifen. 

Die Bemerkung, dass die Integralstreifen (c, ^) für alle 
Werthe von ^ bei verschwindendem Winkel der sie einschlies- 
senden Charakteristiken mit der charakteristischen Abwickel- 
baren zusammenfallen, führt zu der Frage, welche analytische 
Bedingung daraus für die Form der Integrale C^ erwachse. 

Es seien : 

y^liix, y, z,p),] 
die Gleichungen einer Charakteristik, die durch einen Punkt ^^ 
mit der Richtung (Oj, ftj geht, d. h. deren Tangente in diesem 
Punkt die Neigungstangenten a^, b^ hat. Diese Form der In- 
tegrale C,- ist keine bestimmte. Bezieht man sie einmal auf 
den Punkt ^^ mit den Coordinaten o?,, y,, z^ einmal auf irgend 
einen anderen Punkt $, so kann man ihnen die Form : 

^ i^v Vv ^v Pi) = ^ (^» Uj ^j P)i \ 

K {^v Vv ^11 Pi) = K i^j Vy ^, p)» \ ^i ^) 
K [^v Vv ^v Pi) = h (^» y» ^» p) J 

geben, und nian erkennt, dass hieraus unzählige Formen ab- 
geleitet werden können, je nach der augenblicklichen Oppor- 
tunität. Von den vier auf den parametrischen Punkt ^j bezüg- 
lichen Grössen cCj, y^, js^, Pi kann einer ein fester Werth 
ertheilt werden*). Ich will gegenwärtig die Bedingung des 

*yl Geometrisch ist es am einfachsten, eine von den Grössen x^, Vi, %x 
gleich einer Constanten zu setzen. Macht man z. B. ;Si = 0, so sind die drei 
Parameter der Charakteristik a?t, j/i, Pi, d. h. die Coordinaten des Punkts, 
in dem sie, und die Neigung, unter welcher sie die xy Ebene passirt. Es 
ist symmetrischer p^ constant zu setzen, die geometrische Bedeutung der 
Parameter der Charakteristiken wird dann aher complicirt. 
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Contacts der Integralstreifen für die eben gegebene allgemeine 
Form der Integrale C^ ableiten, und sie nur ftir eine besondere 
Form derselben verificiren. 

Wir denken uns neben der ersten Charakteristik noch eine 
zweite, die durch den Punkt ^j geht , und dort mit der ersten 
einen unendlich kleinen Winkel einschliesst. Es sei auf der 
zweiten Charakteristik ^' ein dem Punkt ^ sehr nahe gelegener 
Punkt. Die Differenzen der Grössen, die sich auf den ftiuikt ^' 
und den Punkt ^ bezieben, mögen durch das Symbol d^ be- 
zeichnet werden, so dass z. B. d^x, d^y^ d^z die Projectionen 
der Verbindungslinie beider Punkte darstellen. Dann ist: 

^d,x+j^ d,y + g^ d.;s + 5^ d,p= ^d,p,. 

Hierzu kommt noch die Gleichung : 

pd^x + qd^y = d^z. 

Da die Richtung ^^' auf der charakteristischen Abwickelbaren 
ganz willkürlich ist , so kann man in den vorstehenden Glei- 
chungen nach einander djCc, d^y, d^z^ d^p gleich Null setzen, und 
die übrigen Differentiale eliminiren. Dies giebt dann für den 
Contact der Integralslreifen folgende Bedingungen : 

^_ öA^/öA, bl£\ _ bl^/U ^K\ , ÖA/ZÖA dA^\ 
da; \5p" öpi/ bx \bp 5p7/ SäTvöp bp^ /' 
Q_ dr /öA^ öAgX __ bX^/U bX^\ dV/öAöA^\ ^ 

•" SjTvöp dPi / öy vöp Wj ^Vt \5pöp4 y» 

Sp7\5^dy J ^\bx by ) bp\^by /' 
bl . d;t ör ^ bl ^ bl bl' ^ , , ' , T.- 

dritte Gleichung ist übrigetis eine Folge der beiden ersten, 

vorausgesetzt, dass die Grössen (>- ä^)? ^^c. nicht ftir sich 

verschwinden. 

Man kann die Integrale C,- aus den Integralen mit zwei 
Constanten der Gleichung F=iO in folgender Form erhalten: 
r A df ^^f . ^f ix df bf , bf ^ . df bf bf ^ 
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Bestimmt man aus diesen Gleichungen a, ßj y als Funktionen 
von Xy tfj z, p, so sind die et, /?, y die Integrale C,-. Es ist leicht, 
an dieser Form der Integrale die Bedingungen für den Contact 
der Integralstreifen zu verificiren. Bezieht man sie nämlich auf 
den Punkt x^J y^, js^, wodurch man erhält : 

^4 "» da ^' dx "' 
so hat man sechs Gleichungen, die, total dififerenzirt, die Difife- 
renziale d^x, d,y,*d|Ä, djp, djp^^ da^ dß, dy enthalten. Indes- 
sen />/= giebt wegeQ dß = yda nur : 

0/ j bf , bf j ^ 

^d,x^^d,y^^J,z^O 

und Z>j/;=0 giebt -^ =0. Die Gleichung DJ^O befriedigt 

aber wegen ^ = 0, ^ =0 die Bedingung ipd^x-^-qd^^^d^z^ 

und dies ist die Bedingung für den Contact der Integralstrei- 
fen. Die übrigen Gleichungen^: 

reichen zur Elimination der darin vorkommenden DifiFerenziale 
nicht aus und geben folglich keine neue Bedingung. So dass 
die Integrale Q in ihrer gegenwärtigen Form den Contact der 
Integralstreifen als alleinige identische Folge nach sich ziehn. 

Zu bemerken ist , dass die Integrale a und ß in einer Be- 
ziehung stehen, welche die Gleichung : 








nach sich zieht. Man bestimmt die Integrale a und ß aus den 
Gleichungen: /*= und^=s.O. Da man also aus den Integra- 
len OL und ß durch Elimination vonp /*=0 zurückerhält, so muss 
man das Integral ^ durch Differentiation beider Gleichungen 
nach a finden. In der That folgt : 

5p" da' 
^ _ ÖX, öp 

^a ' 5p~ ~^ 

oder 

ll _ 5A, _ q 

' ^ dp 
und da dies für jeden Punkt der Charakteristik gilt, so folgt 

daraus die obige Relation. 
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Beispiel. Es sei die DiflFerentialgleichung : 
gegeben. Die Gleichungen der Charakteristiken werden : 



X s= 



%z 



y — ^z ' 

und sie haben folgende Integrale : 

y X 



Ci 



4-1 

9 



<r 



/? 



wo zwischen den Constanten et, /?, y die Relation : 

stattfindet. 

Von diesen Integralen hat man irgend drei zu nehmen, und 
daraus p oder q mit Hülfe der Gleichung FäO zu eliminiren, 
um die Gleichungen C,- zu erhalten. 

Eliminirt man j> und q aus dem ersten und zweiten Inte- 
gral und der Gleichung F=0 , wobei das zweite Integral erst 
auf die Form : 

jsu bringen ist, so folgt : 

ji=(VT+«)»+(i/7+/?)* 

und dies ist ein Integral mit zwei Constanten der Gleichung 
F = 0. Giebt man dem zweiten Integral die Form : 

und differenzirt das erste und zwdte Integral nach p, dividirt 

die so erhaltenen Gleichungen : 

da -/ — 

. dß xp 
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/F -* 



durch einander und setzt den Quotienten gleich einer neuen 
Gonstanten «, so kommt : 

g vT 

Dividirt man nun das erste durch das dritte Integral, so kommt: 
mithin ist , =— ~. Da nun die Gleichuns : 

eine Relation zwischen dem ersten und dem dritten Integral ist, 
so kann man sie überhaupt als das dritte Integral ansehen, wel- 
ches sich somit durch Differenlion aus den beiden ersten er- 
giebt. 

Der Grund, wesshalb z. B. das erste und dritte Integral 
nach demselben Verfahren kein Integral mit zwei Constanten 
der Gleichung'F = liefern können, liegt hier sehr nahe. Die 
beiden Integrale : 



p Y% 

enthalten nur drei Variabein. Sie geben folglich durch Elimi- 
nation von p die Gleichung einer Cylinderfläche, deren Erzeug- 
ende der y Axe parallel ist. Diese Erzeugende würde daher 
auch bei Variation ihrer Parameter die Charakteristik der Cy- 
linderflächen werden. Dadurch käme kein Polarkegel zu Stande. 
Man wird also unter andern kein Integral mit zwei Constanten 
erhalten, wenn man p eliminirt aus zwei von den Gleichungen 
C,-, denen eine der Variabein a?, y, z fehlt. 

§. 39. 

Bemerkungen und Beispiele zur Theorie der Conoide und 

i^anoide. 

Bekanntlich giebt es eine unbegrenzte Anzahl von Inte- 
gralen mit zwei Constanten der Gleichung F= 0. Deshalb 
scheint es mir von Interesse, diejenigen von ihnen, welche 
einer präcisen geometrischen Definition fähig, einer genaueren 
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Untersuchung zu unterwerfen. Dies ist vorzüglich bei den Co- 
noiden und Planoiden der Fall, mit denen wir uns jetzt be- 
scbSiftigen werden. 

Eliminirt man p^ und p aus den Gleichungen : 

^ (^17 Vv ^1» Pi) = ^ i^j yj ^iP)^ . 
K [^v Vv «ij Pi) = K (^7 y» «j p)i 
h {^v vv ^v Pi) = K (^»-y» ^» p)» 

so ergiebt sich die Gleichung : 

fc (^17 yv ^1, ^, y, ^) = 

der Integralconoide, in welcher man die laufenden Coordinaten 
X, y, z mit denen der Gonoidspitze x^, y^, z^ vertauschen kann, 
ein Umstand, der, wie wir sehen werden, eine einfache geo- 
metrische Bedeutung hat. Aus irgend einem Integral mit zwei 
Gonstanten : 

/*=/* (^j y» ^7 «, /^) = 

erhält man die Gleichung der Gonoide auf folgende Weise. Das 
Conoid ist die Enveloppe aller Integraloberflächen, die durch 
seine Spitze x^, y^, z^ gehen. Giebt man also den a ß solche 
Variationen, welche der Gleichung : 

fi=f{^iiyij»iy «, i?)=0 
genügen, woraus folgt : 

so muss sich durch Elimination von a und ß aus dieser Glei- 
chung und den Gleichungen /==0, /i=0 ebenfalls die Gleichung 
^ = ergeben. 

Für die Aufstellung der Gleichimg der Pianoide habe ich 
keine allgemeine Regel gegeben. Dagegen will ich diese Ober- 
flächen in dem besonders einfachen Falle der Kanalflächen auf- 
suchen. 

Man denke sich irgend eine Kurve auf einer, der xy Ebene 
senkrechten Ebene gezeichnet, und die Kurve gedreht um ein 
Loth, gefällt auf ihren Durchschnittspunkt x^ y^ mit der xy Ebene, 
und es mag für jeden anderen Punkt der xy EbeYie eine der 
oben beschriebenen congruente Schaar von Kurven construirt 
werden. Das System von Kurven , welches man so erhält , ist 
ein System von Integralcharakteristiken, die alle einander 
congruent sind. Integralcharakteristiken sind sie deshalb, 
weil ihre Integralstreifen von der Form (c, $) für constantes c 
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und variabeles $ einer Abwickelbaren angehören, und dies 
folgt wieder aus folgender Betrachtung. Man lege durch die 
zwei Piuikte ^ und ^^ irgend einer ebenen Kurve in ihrer 
Ebene einander parallele Gerade G und G^ und drehe die 
Kurve einmal um G, das andere Mal um G^. Die so erhalte- 
nen Rotationskörper tangiren sich längs der Kurve in ihrer ur- 
sprünglichen Lage. Das oben beschriebene System von Inte- 
gralcharakteristiken kann aber ebensowohl entstehen durch 
Umdrehung seiner Einzelkurven um die Lothe , welche gefällt 
werden auf irgend eine der xy Ebene parallele Ebene, in de- 
ren Durchschnittspunkten mit jenen Einzelkurven, woraus sich 
denn ergiebt, dass jene Kurven allerdings Integralcharakteri- 
stiken sind. 

Dies vorausgeschickt, wollen wir uns eine Vorstellung von 
ihren Conoiden und Planoiden verschaffen für den Fall , wo die 
Kurve, deren Umdrehung das System erzeugt, eine Parabel, 
und dann wo sie ein Kreis ist. 

Die Parabel soll mit ihrem Scheitelpunkt in der xy 
Ebene liegen und diese lothrecht passiren. Die Conoide sind 
dann diejenigen Rotationskörper, welche entstehen, wenn eine 
Parabel um eine ihrem Parameter parallele Axe gedreht wird. 
Je weiter die Umdrehungsaxe vom Scheitelpunkt der Parabel 
rückt, um so mehr nähert sich das Conoid einem parabolischen 
Cylinder, in den es sich wirklich verwandelt, wenn jene Ent- 
fernung unendlich wird. Es besteht mithin der parabolische 
Cylinder aus Integralstreifen von der Form (c, oo) und er ist 
das Planoid des betrachteten Charakteristikensystems. 

Ist die erzeugende Kurve ein Kreis, so ist sie geschlossen, 
und es kann von einem Punkt in der Unendlichkeit keine Rede 
sein. Indessen zwingt uns die Analogie auch in diesem Falle 
eine Oberfläche als Planoid anzusehen, nämlich den Kreiscy- 
liuder. Der erzeugende Kreis mag seinen Mittelpunkt in der 
xy Ebene haben und senkrecht darauf stehen. 

Die Conoide eines solchen Charakteristikensystems sind 
alle diejenigen Rotatiohsoberflächen, welche durch Umdre- 
hung eines Kreises um eine in seiner Ebene liegende, ihn 
schneidende Gerade entstehen. Daher ist die Kugel ebenfalls 
ein Conoid jenes Systems, imd zwar Ist sie die eine Grenz- 
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gestalt, während die andere Grenzgestalt durch Umdrehung 
des Kreises um seine Tangente entsteht. 

Diese Conoide bestehen sämmtlich aus Integralstreifen 
von der Form (c, ^) . Wie schon bemerkt , existirt hier keine 
Form (c, oo) . Dagegen kann man Integraloberflächen zusam- 
mensetzen aus Integralstreifen von der Form (c, {j, worunter 
ich den Streifen verstehe , der von zwei sich nicht schneiden- 
den Kreisen eingeschlossen ist, wo demnach der Schnittpunkt 
der Charakteristiken imaginär ist. Diese zwei Kreise können 
parallel sein, oder ihre Ebenen können einen Winkel mit ein- 
ander bilden. Ist das letztere der Fall, so wird dieser Winkel 
als mit der Entfernung der Kreise von einander verschwindend 
gedacht werden müssen, ähnlich wie der Winkel zwischen den 
sich schneidenden Charakteristiken, die einen Integralstreifen 
einschliessen. 

Um nun aber die Analogie nachzuweisen, welche mich 
bewog, in diesem Fall den Kreiscylinder, der aus von paralle- 
len Kreisen eingeschlossenen Integralstreifen besteht, als Pla- 
noid anzusehen, verfahre ich, wie vorhin, bei den paraboli- 
schen Charakteristiken. Ich lasse die Integralstreifen in fol- 
gender Weise entstehen : Es sei c irgend einer der Kreise. Wir 
fällen in seiner Ebene ein Loth auf die xy Ebene , und zwar 
mag dessen Fusspunkt zwischen dem Durchschnittspunkt des 
Kreises mit dieser Ebene und seinem Mittelpunkt liegen. Dreht 
man die Ebene des Kreises ein wenig um jenes Loth als Axe, 
so begrenzen die beiden Lagen des Kreises einen Integralstrei- 
fen, von der Art, wie sie zur Bildung der Conoide gehören. 
Lässt man nun das Loth nach dem Mittelpunkt zurücken und 
dann in denselben fallen, so entsteht bei einer unendlich 
kleinen Drehung ein Integralstreifen, der zur Kugel gehört. 
Rückt das Loth weiter und zuletzt zum Kreise heraus, so lie- 
fert eine Differentialdrehung einen Integralstreifen der oben 
erwähnten Gattung, dessen Begrenzungskreise sich nicht schnei- 
den und nicht parallel sind. Wird endlich das Loth in unend- 
liche Entfernung vom Mittelpunkt des Kreises verlegt, so ent- 
steht ein Integralstreifen mit parallelen Begrenzungskreisen. 

Um diese Integralstreifen zu bezeichnen, sei R der Halb- 
messer der Kreise und E die Entfernung der Umdrehungsaxe 
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von dem Mittelpunkt des Kreises. Dann hat man die vier Ar- 
ten von Streifen. 

(c, £•=0), (c, E<R), (c, E>R) (c, E^oo). 
Der erste ist ein Element der Kugel. Aus Streifen der zwei- 
ten Art setzen sich die tibrigen Conoide zusammen. Die so- 
genannten Kanalflächeu bestehen aus den Streifen der dritten 
Art. Und die Streifen von der Form (c, E=co) bilden das 
Planoid des gegenwärtigen Charakteristikensystems, nämlich 
den Kreiscylinder. 

Man kann übrigens , um die Analogie zu vervollständigen, 
im vorliegenden Fall die Definition der Integral conoide etwas 
ausdehnen und zu ihnen noch die Ringflächen rechnen, welche 
durch Umdrehung der Kreisebene um eine ausserhalb des 
Kreises gelegene Axe entstehen, mit anderen Worten die- 
jenigen Kanalflächen, in deren sämmtlichen Integralstreifen 
(c, -£^>i?), E constant ist. 

§. 40. 

Wie man die STator eines Integrals mit zwei Constanten 

unteanmchen kann. 

- Wenn 

die Gleichung irgend einer nach zwei Parametern a und ß va- 
riabeln Integraloberfläche vorstellt , so erhält man die Schaar 
der Charakteristiken, welche sie enthält, als Durchschnitts- 
linien der Oberfläche /"= mit der Oberflächenschaar : 

deren variabler Parameter y ist. 

Hat die letztere Schaar eine Enveloppe und wird diese 
von der Oberfläche /*= geschnitten, so bilden zwei auf ein- 
ander folgende Charakteristiken der Oberfläche /*= offenbar 
einen Integralstreifen von der Form (c, ^) . Hat die Oberflä- 

chenschaar -y- + y -^ = keine Umhüllungsfläche, so ist die 
Gleichung /*= nothwendig die der Pianoide. Schneiden sich 
alle Oberflächen -J- + y -X = in einer Kurve, die ihrer- 
seits von der Oberfläche /=0 geschnitten wird, so muss letz- 
lere die Gleichung der Conoide sein. 

F. DU Bois-Bbtmomd, Beiträge. 6 
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Diskutiren wir z. B. die Gleichung: 

des Beispiels in §. 38. Sie giebt : 

Letztere Gleichung ist, y als variabel angesehen, die Gleichung 
einer Schaar von Cylinderflächen, die senkrecht auf der xy 
Ebene stehen, und sich sämmtlich in der js Ordinate schneiden, 
welche den Fusspunkt x=a^, y='ß* ^9*- Sonst schneiden sich 
diese Cylinderflächen nicht. Die Oberfläche /*=0 schneidet die 
sämmtlichen Cylinderflächen und berührt die xy Ebene im 
Punkt x=a^j y=^ß*' Lässt man nun a und ß variiren, so kann 
man den Fusspunkt der Schnittlinie der Cylinderflächen, oder 
auch den Berührungspunkt der Fläche /*= mit der xy Ebene 
überall hin im positiven Quadranten der xy Ebene verlegen. 
Die Charakteristiken der Gleichung /=0 schneiden sich alle im 
Punkt ir=a*, y=ß^. Es ist sonach die Gleichung f=sO dieje- 
nige der Conoide der Gleichung: z=:xp^ -hyq^, welche ihre 
Spitze in der xy Ebene haben. Der Normalenkegel reducirt 
sich für die Punkte der ooy Ebene als Spitze auf eiaen Slrahl, 
der darauf senkrecht steht, weil maadieG]eichunga;/>^-4-y9^==0 
im positiven Quadranten nur durch die Annahme p^asO, gs=ö 
erfüllen kann. Der Polarkegel wird ein Strahlenfächer, der in 
die xy Ebene fällt, u. s. f. 



IX. lieber die Intersectioneli der Kegel und deren 

' Enveloppen. 

Für die nachfolgenden geometrischen Untersuchungen ist 
es besonders zweckmässig, über die Gestalt des Normalenke- 
gels die Annahme des §. 6 zu machen, die indessen keine 
Einschränkung der Allgemeinheit der Resultate bedingt, da es 
hier nur darauf ankommt, die leitenden Principien für eine 
zweckmässige Diskussion der Gleichung F^Q und ihrer Inte- 
grale zu, entwickeln. Wir setzen also voraus, die Directrix deis 
Nonnalenkegels (und. des Polarkegels) sei irgend eine geschlos- 
sene Kurve ohne Einbiegungen, Knicke und dergleichen. 

Dies vorausgeschickt, gehe ich zur Betrachtung einiger 
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EigensclMiften der DurcbschDittslinien der Kegel und Gonoide 
aber, für den Fall, wo ihre Spitzen einander sehr nahe liegen. 

§. *<• 

Die BurohschnittBlinien der KegeL 

Wir betrachten zwei Kegelflächen, deren Spitjsen einander 
sehr nahe liegen, und von denen die eine aus der anderen 
durch Variation gewisser Parameter entsteht. Die Gleichung 

der einen sei : 

= (x, y, z, a, b) =0, 
wo 

^, f], ^ sind die laufenden Coordinaten der Kegelfläche, x, y, i 
die festen der Kegelspitze. Die Gleichung der anderen sei 

dann: 

a), = a) (a;„ t/,, z,, o,, M=»o, 
wo 

ist. a, b und a^, &|, sind nach dem früheren die Neigungstan- 
genten der Strählen der Siegel <Z>=0 und (t>^:ssO. Mithin lau- 
ten die Gleichungen des Strahls (a, b) : 

^-ir = a(^— 55), 

Ich werde ctie p^riielleti Ableitungen Tön nach or, t/, 3, a, 6 
mit 3E, $, 3, 9(, ^ bezeichnen. Damü ist : 

die Gleichung der Tangentialebene an den Kegel im Strahl 
(a, b) . Nennt man u und v die Neigungstangenten irgend eines 
vom Punkt xyz in der Tangentialebene ausgehenden Strahls, 
so dass : 

SO nimmt die Gleichung der Tangentialebene folgende Form an : 

%(a-^u)-hSd{b-v)=0. 
Die Dorchschnittslifiie der Kegel 0=^0 und <Z>^s=0 ist eine 
hybcffbekirtige Kurve und besteht aus zwei Zweigen , die *tttn 
60 nllher aA der Verbindungslinie der Spitzen beider Kegel 
voibeigiehen , je kürzer diese ist. Die Schnittlinie cotivergin 
bei verschwindender Entfernung der Spitzen gegen eki-^icfa in 

6» 
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der Kegeispitze kreuzendes Kurvenpaar, weldies in immittel- 
barer Nähe der Spitze mit zwei Strahlen zusammenfällt, aber 
keineswegs seiner ganzen Länge nach. Es wird sich vielmehr 
ergeben, dass nur unter besonderen Umständen ein Strahlen- 
paar der Kegelfläche die Grenze der Schnittlinie sein kann. 

Suchen wir nun die Gleichung der Schnittlinie auf. Ich 
setze : 

wo also u und v die Neigungstangenten der Verbindungslinie 

der Kegelspitzen bedeuten. Die Gleichung (Pi = giebt ent- 

wickelt I 

(wae -h v?) + 3) dz + 2lda + ®d6 = 0. 

Die laufenden Coordinaten ^, tj, ^ behalten für die Schnittlinie 
beider Kegel denselben Werth. Daher ist : 

da = -^1 u^a j, d6 = ^ j t;-6 j 

und man findet : 

91 (a-w) +S (6-t;) = (j3~g {wae + v?) +3}. 
Diese Gleichune, und die Gleichung <Z)=0 gehören der Linie 
an, gegen welche die Schnittlinie convergirt, wenn die Kegel- 
spitzen in einanderfallen , und welche wir , der Kürze wegen, 
Grenzschnittlinie nennen wollen. In diesen Gleichungen 

der Grenjsschnittlinie sind ^,7], ^, (die in o= ^">. > b = -^Öl- 
vorkommen) die laufenden Coordinaten der Gremscbniitlioie. 
Will man daher die Neigungstangenten a, b des Strahles fiü- 
den, den sie beim Durchgang durch die Kegelspitze berührt, 
so hat man a und 6 in jenen Gleichungen unverändert zu las- 
sen, dagegen z— ^=0 zu setzen, und erhält: 

2l(a-.w)+S3(6-t;)==0. 
Lägen statt der Gleichung 0=0 der Kegelfläche die Glei- 
chungen : 

P (^, y, ^, Pj 9) = 0, 
jöa + g6 = 1 , 

P6-(3a==0 
vor, wo F == die Gleichung des Polarkegels des Kegels (P = 
vorstellt, und aus denen man durch Elimination von p und 9 
die Gleichung <Z>=sO erhält, so würde das analoge Verfahren zu 
falschen Resultaten führen. Diese Gleichungen geben nämtich 
entKi^ck^lt: . . ■ .. . -^ . .'.r ..\i>.: -.ii : : ■ •• 
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DF=Pdp -^-Qdq-h [Xu + yb + Z) cfcc =0, 
adp -h bdq + pda -i-qdb = 0, 
DPb — DQa -h Pdb — Qda = 0, 

wo DP und /)Q ähnliche totale Differentiale wie DF bedeuten. 
Setzt man nun für da, db die oben angegebenen Werthe ein, 

schreibt p\ q' statt -—-, -^ und lässt dann die Differenzen 

X — §j y — 17, z — ^ verschwinden, so ergiebt sich Absurdes. 

Der analytische Grund ist der, dass -^ und -^ ebenso- 
wohl wie : 

da M— a db v—b 

dz js— ^' dz z—C 
für z — ^=0 unendlich werden, und der geometrische Zusanä- 
menhang ist folgender. Denken wir uns von den Spitzen bei- 
der Regel <Z)s=sO, (P^==0 an einen endlich entfernten Punkt 
der Schnittlinie Strahlen gezogen, so werden diese, wenn die 
Spitzen einander sehr nahe liegen , einen sehr kleinen Winkel 
einschliessen. Wir lassen nun den Punkt, in dem sich die 
Strahlen treffen, die Schnittlinie durchlaufen in der Richtung 
der Verbindungslinie der Kegelspitzen. Je näher er ihr kömmt, 
um so grösser wird der Winkel zwischen den beiden Strahlen. 
Und während dieser Winkel gleichzeitig mit der Entfernung 
der Kegelspitzen verschwindet, wenn der bewegliche Punkt 
um ein Endliches von den Kegelspitzen entfernt ist, so bleibt 
er endlich , wenn der bewegliche Punkt sich in deren unmit- 
telbarer Nähe befindet. Für die Punkte also, wo die hyper- 
belartige Schnittlinie umbiegt, um sich von der Verbindungs- 
linie der Kegelspitzen wieder zu entfernen, bleiben da, db und 
mit ihnen dp, dq endlich, während die Kegelspitzen in einander 
fallen. 

§. 42. 
Abhängigkeit der GrenzBohnittlinien von u und v. 

Der Einfachheit halber wollen wir im Folgenden bei der 
allgemeinen Diskussion davon absehen, dass die Grenzschnitt- 
linie aus zwei sich kreuzenden Kurven besteht , und nur eine 
beliebige von beiden näher untersuchen. Die Beschaffenheit 
der anderen wird sich dann von selbst ergeben und in weni- 
gen Worten erörtert werden können. 
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Denken wir uns um die Spitaie x y z des Kegels (P = 
eine Kuizel von sehr kleinem Halbmesser construirt, und die 
Spitze des Kegels (P,= auf ihrer Oberfläche befindlich. Der 
Kegel (p=s:0 wird auf der Oberfläche der Kugel jwei Gebiete 
ausschneiden , deren Punkte alle innerhalb des Kegels liegen, 
und ein ringförmiges Gebiet wird dazwischen bleiben, dessen 
Punkte sich ausserhalb des Kegels befinden. Natürlich darf 
nur in das letztere Gebiet die Spitae des Kegels <i>,ÄO verlegt 
werden, wenn man Schnittlinien der im vorigen §. beschrie- 
benen Art erhalten will. 

Die Gestalt (Jer Schnittlinien wird nun variiren mit der Lage 
der beweglichen Kegelspitze auf der Kugeloberfläche. Die Nei- 
gungstangenten u und v des beide Kegelspitzen verbindenden 
Halbmessers sind die Parameter in den Gleichungen derSohDHt- 
linie. Da nun aber die Schnittlinie in der Kegelspitze vod einem 
Strahl des Kegels berührt werden muss , und der Kegel nur 
eine einfach unendliche Menge von Strahlen hat , während die 
Kugeloberfläche eine doppelt unendliche Menge von Punkten 
besitzt, so muss es auf der Kugel eine Schaar von Kurven ge- 
ben, die folgende Beschafienheit haben. Alle Schnittlinien der 
für die Punkte einer solchen Kurve constniirten Kegel (D^ =^ 
mit dem Kegel (psO berlthren sich in der Spitze des letzteren 
Kegels unter einander mid fallen dort mit einem gewissen 
Strahl zusammen, der von Kurve zu Kurve variirt. Es liegt 
auf der Hand , welches das Gesetz dieser Kurven und wie der 
einer jeden von ihnen zugehörige Strahl zu finden sei. Die 
Gleichung für den Bexührungsstrahl einer Schnittlinie im Punkte 

xy% war : 

8l(a— u)+S3(6-v)=0. 

Sind ^p tj^y ti die laufenden Goordinaten der Schnittlinie, so 
ist dies, wenn man setzt : 

^~li y-^i 

die Gleichung der Tangentialebene an den Kegel 9 «^ im 
Strahl a, b. Die fragliche Kurvenschaar ist alse nar die Seliaar 
der grössten Kreise , in welchen eine bewegliche Tangential- 
ebene an den Kegel Cp=0 die Oberfläche der um seine Spitze 
constniirten Kugel schneidet, und zu jedem Kreis gehört der 
von der Tangentialebene berührte Strahl. 
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Zieht man noch die andere Grenzschnittlinie in Betracht, 
so verhält sich die Sache, wie folgt. Wir können durch den 
Strahl (ti, v) zwei Tangentialebenen an den Kegel 0=0 legen. 
Die beiden berührten Strahlen dieses Kegels seien (a, b) und 
{a\ 6'). Lässt man nun den Strahl (m, v) sich bewegen, je- 
doch so, dass er die den Strahl (a, b) berührende Tangential- 
ebene nicht verlässt, so folgt ihm der Strahl (a', 6') , der den 
einen Zweig der ßrenzschnittlinie durch die Kegelspitze be- 
gleitet und mm beweglich ist , während der Strahl (a, b) , der 
den anderen Zweig tangirt, fest bleibt. 



§. 43. 
SV>rtBetsung. 

Man kann noch einen Schluss aus der Gleichung der 
Schnittlinie : 

ziehen. Nimmt man nämlich an, es sei : 

so folgt : 

a (w-w) + © (6-t;) =0. 
Auii diesen beiden Gleichungen und der Gleichung <Z>=0 kann 
man nun a und b eliminiren, und erhält eine Gleichung von der 
Form: 

welches offenbar wieder die Gleichung einer Keg^lfläche ist, 
deren Spitze im Punkt xyz liegt. Andererseits geben jene bei- 
den Gleichungen Werthe von a und 6, die so geschrieben wer- 
den können : 

In diesem Falle wird die Schnittlinie also eine Gerade und 
zwar kann sie nach dem Früheren nur der Strahl sein, welcher 
Yon der beide Kegelspitzen enthaltenden Tangentialebene an 
den Kegel (PatsO berührt wird. 

Berücksichtigt man hier wieder beide Zweige der Grenz- 
schnittlinie, so sieht man, dass beide Zweige in Geraden über- 
gehen, wenn die Grössen t^undt; der Gleichung W=0 genügen. 
Es sind dann die Strahlen, in welchen die zwei durch den 
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Strahl (m, v) gelegten Tangentialebenen den Kegel Os=sO be- 
rühren. 

Was den Kegel ¥^=0 betriffi, so ist er von grosser Be- 
deutung in der Theorie der Gleichung F=0, und wegen einer 
später mitzutheilenden Eigenschaft, werde ich ihn den Fa- 
cettekegel nennen. 

Wir können die bisherigen Betrachtungen hinsichtlich der 
Schnittlinie der Kegel <Z>;a:0 und 0)^=0 folgendermassen zu- 
sammenfassen : 

Man construire um die Spitze des Kegels <Z>=:0 
eine Kugel von unendlich kleinem Halbmesser, und 
markirte auf ihrer Oberfläche die Directrix des 
Kegels ¥^=0. Legt mau nun an den Keg^l <Z) = 
eine Tangentialebene in irgend einem Strahl (a, 6) 
und lässt die Spitze des Kegels (D, == den gröss- 
ten Kreis durchlaufen, in welchem diese Tangen- 
tialebene die Kugeloberfläche schneidet, so ist 
die Grenzschnittlinie' der Kegel (P = 0, (Pj = eine 
Kurve, welche für alle Lagen der beweglichen 
Kegelspitze vom Strahl (a, 6) im Punkt xyz berührt 
wird, mit diesem Strahle aber zusammenfällt, so- 
bald die bewegliche Spitze in die Directrix des 
Kegels V=^0 gelangt. 

§. 44. 
lieber die XJmhüIlmigsfläelien von Kegeln. 

Construirt man für alle Punkte einer Kurve im Räume als 
Spitzen die Kegel (P=0, so werden diese von einer Oberfläche 
eingehüllt, welche der Ort ihrer successiven Schnittlinien ist. 
In dem besonderen Falle , wo die Gleichungen der räumlichen 
Kurve die totale Differentialgleichung : 

V {x, y, z, x\ y)==^0 
erfüllen, muss die Umhüllungsfläche eine Regelfläche s^in, da 
die Schnittlinien in diesem Falle gerade Linien sind. Ich werde 
aber nachweisen, dass sie alsdann eine abwickelbare Ober- 
fläche ist. 

Diesen Beweis werde ich durch Construction führen. 

Stellen wir uns vor, es seien für alle Punkte einer Ober- 
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fläche als Spitzen die Kegel <Z>=0 constniirt. Um den Kegel, 
dessen Spitze im Punkt ocyz liegt, werde durch den Strahl (a, 6) 
eine Tangentialebene gelegt, welche. die Oberfläqhe M^^ in 
einer Kurve schneidet, deren Tangente im Punkt ocy% die Nei- 
gungstangenten u und V haben mag. Sindcbc, %, dz die Projec- 
tionen des Elements der Kurve , welches der Punkt xyz nach 
einer Richtung begrenzt, %ao ist demnach: 

dx = ud%^ 
dy^vdz. 

Die Tang^tialebene an den Kegel xyz wird den Kegel 
x^^x-^dx, yi=y-4-d|y, z^=:z-hdz entweder schneiden oder 
berühren, oder endlich daran vorbeigehen. Den letzteren Fall 
wollen wir als irrelevant nicht weiter berücksichtigen, da dann 
die Tangentialebene, vom Punkt xyz aus nach der entgegenge- 
setzten Seite verlängert, die Kegel schneidet, deren Spitzen in 
ihrer Spur auf der Oberfläche if=0 liegen. Auf den zweiten Fall 
kommen wir alsbald zurück, imd nur der erste jnag. nun .be-^ 
trachtet werden. 

Legen wir eine Tangentialebene an den Kegel x^y^z^ in 
dem Strahl, welchen die erste Tangentialebene trifft, so ge- 
langen wir auf der Spur der zweiten Tangentialebene, die im 
Punkte x^y^z^ die Neigungstangenten : 

; W -f- dw SS5 «. == ---^, t; -h dv = V.Ä :r^ 

haben möge, zur Spitze x^^x^-^^^^ ^2=^1+^1? 2^2—^1 "•"^^t 
eines dritten Kegels, an den wir in dem von der zweiten Tan- 
gentialebene getroffenen Strahl eine dritte Tangentialebene le- 
gen können, u. s. f. Die successiven Tangentialebenen werden 
umhüllt von einer Abwickelbai^en, die ans ebenen Streifen von 
endlicher Breite besteht, so lange cto, dy, dz, etc. nicht ver-^ 
schwinden, und wir werden sofort sehen, dass letzteres im 
Allgemeinen nicht stattfinden darf, d. h.dass jene Abwickel- 
bare im Allgemeinen keine stetige Oberfläche zur Grenze ha.t. 

Es muss noch hinzugefügt werden, dass, wenn die Pro- 
jeoiionen dx, dy^ dz, u. s. f. hinreichend klein sind, einem 
Anfangspunkt xyz und einer Anfangsrichtung u, v unserer 
Construction stets zwei Abwickelbare entsprechen, da die 
erste Tangentialebene, wenn sie den Kegel x^y^z^ überhaupt 
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schneidet , wegen der sehr geringen Entfernung der Spitzen 
zwei seiner Strahlen treffen muss. 

Es seien nun a^, 6, die Neigungstangenten des Strahls des 
zweiten Kegels , den die Tangentialebene an deh ersten Kegel 
trifft, und ich werde so alle auf den Kegel x^y^z^ bezüglichen 
Grössen mit dem Index 1 versehen. 

Aus der Gleichung der Tangentialebene an den ersten 
Kegel : 

folgt wegen : 

für da und db die Relation : 

Hierzu kommt noch die andere : 

Diese, unter Berücksichtigung der Relationen : 

dx = udz, dysssvdzj 8[da-f-S9d6=sO 

entwickelt, giebt eine Gleichung von der Form : 

= (Xu -h §)t? + 3) cte + ^iCte* -f- H^dxda + H^da^ -h etc . , 

wo die Coefficienten H^^ H^, H^ auf bekannte Weise aus den 
zweiten Differentialquotienten von O zusammengesetzt sind. 

Aus dieser Entwicklung geht hervor , dass da und db nur 
dann von der Ordnung dx sind, wenn man setzt : 

sonst sind jene Differentiale niederer Ordnung^). Aus der 
Gleichung der Tangentialebene an den Kegel x^ y^ z^ folgt noch : 

und diese Gleichung giebt entwickelt eine Gleichung von der 
Form : 

Os:zKdx-hKidy'^K2dz-^K^da'k-K^db-^Kf^du^'K^dv-h etc., 

woraus sich, wie auch anderweitig einleuchtet, ergiebt, dass 
du und dv von der Ordnung da, db sind. 

Die Spur der oben construirten Abwickelbaren auf der 



V *) Eine dieser ähnliche Betrachtung wird im Fetzten Abschnitt dieser 
UntersuchiiDg genauer durchgeführt werden. 
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Fläche- JfssO ist also eine polygonale Linie, deren Contingenz- 
Winkel niederer Ordnung sind , als die Polygonseiten , aus de- 
nen sie zusammengesetzt ist: mit Ausnahme des Falles ^ wo 
man hat : 

Daher wird in diesem Falle und nur in cMe^m ein Grensüher- 
gang zulässig sein. Auf die eigenthttmliche Art des Contacts 
der Abwickelbaren mit den Kegeln (P, welche sie einhüllt, 
komme ich im Laufe dieser Betrachtungen zurück. 

Zieht man hier wieder beide Zweige der Grenzschnittlinie 
in Rechnung, so tibersieht man leicht, dass durch jede der 
Kurven auf der Oberfläche if=0, welche die Gleichung : 

erfüllen, zwei Abwickelbare gelegt werden können, welche 
die für ihre Punkte als Spitzen construirten Kegel = um- 
hüllen. 

Wir können die Ergebnisse dieses §. folgendermassen zu- 
sammenfassen : 

Construirt man für die Punkte irgend einer 
Kurve auf einer Oberfläche die Kegel <Z)=bO, so 
werden diese eingehüllt von Oberflächen, deren 
geometrischer Charakter im Allgemeinen com- 
plicirt ist. Sie sind d^r Ott der Grenzschnittli- 
nien, deren Gesetz wir oben entwickelt haben. 
Eine Schaar von Kurven giebt es aber auf jeder 
Oberfläche, von der Beschaffenheit, dass die zu 
den Punkten einer jeden von ihnen als Spitzen 
construirten Kegel von Abwickelbaren einge- 
hüllt werden. 

Man erhält diese Schaar au& den Gleichungen M^O und 
V (Xj y, js, x\ y) = auf dieselbe Weise , wie ia §.12 dia 
Schaar Integralkurven der totalen Gleichung <Z>sO,, welche auf 
der Oberfläche U=^^ liegen, zu construiren gelehrt wurde*). 



*) Lässi man die ^gangs dieses Capitels ' gemachte VcHraussetzung 
fallen , so leuchtet ein , dass , jenachdem der Kegel V^ == 0, wenn seine 
SpUne anf der Oberfläche lfa=0 liegt, von ihr in 1, 2 oder mehreren Strah- 
len geschnitten iwird, es auf dieser Oberfläche eine, zwei oder mehrere 
Kurvenschaaren giebt, löngs deren die Kegel *P=sO von Abwickelbaren 
eingehüllt werden. 
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Ausserdem geht von jedem Punkt der Oberfläche eine Doppel- 
schaar von polygonalen Linien aus, längs welcher die Kegel von 
Abwickelbaren aus endlich breiten Streifen bestehend einge- 
hüllt werden. 

X. lieber die Intersectionen der Conoide und deren 

Enveloppen. 

§. 45. 
Die SohnittUnien der Conoide. 

Nachdem wir die Schnittlinien der Kegel untersucht haben, 
ist über diejenigen der Conoide kaum etwas zu bemerken. Es 
seien zwei Conoide gegeben , deren Spitzen $ und ^^ einander 
sehr nahe liegen, so schneiden diese sich ebenfalls in einer 
Kurve, die, einer Hyperbel vergleichbar, zwei Zweige besitzt, 
bei verschwindender Entfernung der Spitzen aber mit einer 
Charakteristik yerschmilzt*). Diese Charakteristik ist dieje- 
nige , welche im Punkt ^ berührt wird von derjenigen Tan- 
gentialebene an das Conoid $ in diesem Punkt, die durch deu 
Punkt $1 geht. Wir gehen somit zu den Umhüllungsflächen 
der Conoide über. 

§.46. 
Umhüllungsflaohen der Conoide. 

Erstens. Wenn die Spitzen der umhüllten Conoide auf 
einem Conoid liegen. 

Beginnen wir mit der Enveloppe der Conoide, die für die 
Punkte einer auf einem Conoid ^ befindlichen Kurve als Spitzen 
construirt werden. Das Conoid ^ ist diese Enveloppe (§. 32). 
Setzen wir bei Conoiden eine ähnliche Gestalt wie bei den Ke- 
geln vorauf, so hat ein Conoid allerdings zwei Enveloppen. 
Davon wird später die Rede sein. 

I. Ich denk^ mir zwei Punkte: ^ [Xj y, z), ^^ {x^, y^, jZj) 
als Spitzen von Conoiden auf einet* Charakteristik. Das Co- 
noid $ kehre dem Punkt ^^ seine Oeffnung zu und das Conoid 
^j dem Punkt ^ die seinige« Ihre Gleichungen werden sein : 

*) Eigentlich (unter der eingangs des CapitoJs gemachten Voraus- 
setzung) mit zwei Charakteristiken , die sich in der Conoidspitze schnei- 
den. Es gilt hier von den doppelten Grenzschnittlinien, dasselbe, was 
darüber im vorigen Capitel gesagt wurde. 
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f = f{x, y, a, ^, 1?, 5) =0, 

WO ^, ^» ^; ?i7 ^1, Ci die laufenden Goordinaten der Conoide 
^ und ^, bezeichnen. Jetzt denke ich mir den Punkt ^^ einer 
Kurve auf dem Conoid "iß angehörig, und zu deren sämmtlichen 
Punkten ^,, "iß/, ^,", etc. die Conoide construirt. Beziehen 
wir in ihren Gleichungen die laufenden Coordinaten auf den 
Punkt ^, den sie alle gemein haben, so werden sie : 

fi^v Vv ^v ^j Vi ^) =0, 
f [^xi Vii ^xi a;, y, z) = 0, 
etc. 

wo a?/ 2// jz/ etc. die Coordinaten der Punkte "iß/ etc. bedeu- 
ten. Da aber der Punkt "iß/**) eine ganz beliebige Lage auf 
dem Conoid ^ hat, so können wir statt seiner Coordinaten 
o?/**), y/**), ä/**) die laufenden Coordinaten ^, »/, ^ des Conoids 
$ setzen und es muss : 

/ [^1 Vy ^r ^j y» ^) = ö 

identisch mit der Gleichung des Conoids "iß : 

f {^, yj ^1 Iv^Q^^ 

sein. Dieses ist die geometrische Herleitung der analytisch 
sich von selbst ergebenden Bemerkung (§. 39), dass die Va- 
riabein: ar, y, z mit den cc^, y^, z^ in der Gleichung: 

vertauscht werden können. 

Aus der geometrischen Eigenthümlichkeit der Conoide, 
dass jedes die anderen umhüllt, deren Spitzen auf seiner Ober- 
fläche liegen, ergeben sich noch einige andere Consequenzen, 
von denen ich folgende anführe. 

II. Es seien — p^ und -~q^ die Neigungstangenten der 
Strahlen des für den Punkt ^, construirteh Normalenkegels. 
Sieht ma^ nua die Gleichung : 

als diejeiuge des Conoids an, dessen Spitze im Punkt $ (x^y, z) 
liegt, so folgt daraus : < < r.-.-. 
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welche Formeln auch dem Gonoid ^^ angehören. Man kann 
sie direkt ableiten, indem man sich den Punkt ^^ in der Rich- 
tung u, V verschoben denkt und darauf diese Richtung variiri, 
ohne dass sie die Tangentialebene an das Gonoid $| im Punkt 
^, verlässt. Dann ist: 

dup^ -^dvq^ = 0, 

Aus diesen vier Gleichungen ergeben sich die Obigen durch 
Elimination von u, v, du^ dv. 

III. Bezieht man demnach die Variabein der Gleichung 
FsO einmal auf den Punkt $, das andere Mal auf den^^, wo- 
durch man die zwei Differentialgleichungen fur f erhfilt : 

TT f 55" 5y"v ^ 

F [x, y, z, - 5^. - 5^)==^' 

so stehen diese beiden Gleichungen in der Verbindung, dass 
die unabhängigen Variabeln x, y, z der einen die Integrations- 
Constanten der anderen sind, und umgekehrt. 

IV. Ferner ist klar, dass, wenn man aus den Gleichungen: 

zwei von den Variabein a?^, y,, js, eliminirt, die dritte von 
selbst herausfallen muss, denn man würde ihr ja unabhängig 
von den Übrigen Variabein beliebige Werth« ertheiien kminen, 
da man, ohne die Grösssen cc, y, js, ;?, qi zu verändern, die Co- 
noidspitze x^y^z^ auf einer Charakteristik beliebig verschieben 
kann. 

V. Endlich bezefchne D die Variation der Spitze längss 
der Chakteristik , auf welche sich die Werthe a?, y, js, p. 
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(p und q als Funktionen von x, y, js, x^, y^, jz, gedacht) bezie- 
hen, so ist : 

und aus diesen drei Gleichungen folgt durch Elimination von 
(te„ dy^, dz^ eine Partielle zweiter Ordnung, der die J'unktion 
f genügen muss, nämlich : 

Dieselbe Gleichung ist auch das Resultat der Bemerkung ad lY. 

§. 47. 
Fortsetzung. Ueber die Art» wie die Conoide den Baom aiufQUen. 

Um uns hiervon ein Bild zu verschaffen , stellen wir uns 
noch immer vor, die Conoide seien in der Weise geschlossene 
Oberflächen, dass die Kurven, welche die Punkte gleicher Di- 
stanz von der Spitze verbinden , geschlossen sind. Dies wird 
der Fall sein, wenn der Polarkegel die in §. 6 vorausgesetzte 
Form hat. Nun denke man sich zwei Oberflächen I und 11 in 
so geringer Entfernung von einander durch den Raum gelegt, 
dass die für Punkte der einen als Spitzen construirten Conoide, 
bis sie die zweite Oberfläche treffen, nicht sehr von der Kegel- 
gestalt abgewichen sind. Betrachten wir jetzt das Conoid ^, 
dessen Spitze im Punkt ^ der Oberfläche I Kegt. Es schnei- 
det die Oberfläche II in der Kurve K, Construirt man nun für 
die Punkte der Kurve K^ die Conoide, die ihre Oeflnung'nach 
der Oberfläche I kehren , so werden diese eingehüllt einerseits 
vom Conoid ^, andererseits von einer Oberfläche [K^ AT^), die 
die Oberfläche I in der Kurve K^ trifft. Die für die Punkte der 
Kurve Ag construirten Conoide werden einerseits von der Ober- 
fläche (Ä'i K^ eingehüllt, andererseits von einer Oberfläche 
(Äj K^ , die die Oberfläche II in einer Kurve K^ schneidet, 
u. s. f. Kurz die Umhüllungsflächen der Conoide werden von 
der einen Oberfläche zur anderen reflectirt, so dass sie die 
Oberflächen in immer weiteren Kreisen treffen. Diese Con- 
struction lässt sich für alle Punkte der Oberfläche I wieder- 
holen, und man erhält auf diese Weise alle Charakteristiken, 
welche zwischen beiden Oberflächen enthalten sind. 
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• §. 48. 

Ueber die Umhüllungsfläohen der für die Punkte beliebi«^ 
Kurven als Spitsen construirten Conoide. 

Alle Integraloberflächen der Gleichung F=ü kann man als 
Conoidenveloppen ansehen. Diese Vorstellungs weise bietet 
hinsichtlich der Rückkehrkanten Vortheile dar. Zunächst in- 
dessen einige allgemeine Bemerkungen. 

Giebt man den Gleichungen der Charakteristiken die Form : 
^ {a?i, Vi, Zi, pij = l (x, t/, z, p), 
K (a?i, Vi, 5Ji, pi) = l,[x, y, z, p)j 

^ (a?i, yij ^1, Pi) = ^(^1 Vi ^7 p)i 

so enthalten sie die vier Constanten cci, yi, jzi, pi, die man auf 
drei '!redücii*6n lL«nn, dadurch, dass man den festen Punkt 
a^i yi Zi in irgend eine Oberfläche Zt=^xp (a?i, yi) verlegt. 
Allein es muss bemerkt werden, dass dadurch die Allgemein- 
heit der Gleichungen insofern eine Beschränkung erfährt, als 
gemeiniglich nicht alle Charakteristiken durch die Oberfläche 
g^hen werden, und die Constanten für die übrigen Charakteri- 
stiken imaginäre Werthe erhalten. Die Charakteristiken der 
DifliBrentialgleichung : 

jo* 4- g* = constans i 

erhält n^an z. B. nicht sämmtlich, wenn die Oberfläche t^ = 
eine Kugel ist, sondern nur diejenigen, welche innerhalb der 
zwei die Kugel tangirenden Polarkegel : 1 = const. (a^ -♦- h^] 
verlaufen. 

Die Gleichung der Conoide : 

f[Xt, Vu ^1, OJ, t/, js) = 
lässt sich ebenfalls von einer Constanten befreien, wenn man 
aunimmt, die Conpidspitzen liegen auf einer Oberfläche : 

z,.^\p[Xi,y^), 
Dann wird sie : 

f{^i,yi, y^, aj, y, z) =0. 

In dieser Form stellt sie ein Integral mit zwei Constanten der 
Gleichung F=sO dar. Die so eben in Betreff der Integralcha- 
rakteristiken gemachte Bemerkung erstreckt sich dann auch auf 
die Conoide. 

Ich nehme an, die Spitzen der Conoide befinden sich auf 
irgend einer Kurve auf der Oberfläche jsi=i//, deren Projection 
auf die xy Ebene die Gleichung : 
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hat. Man erhält die Gleichung der HUUe der Conoide durch 
Differentiation nach Xi und ßndet : 

woraus folgt: 

bf b(p ^bf b(p _ ^ 

Aus dieser Gleichung und den Gleichungen /=0, gp=0 Xi und 
yt eliminirt , ergiebt sich die Gleichung der Umhüllungsfläche 
der Conoide. Es ist das System dieser drei Gleichungen mit- 
hin das Integral mit einer willkürlichen Funktion oder das 
allgemeine Integral. Man kann daraus direkt alle Integrale der 
Gleichung F = durch geeignete Verfügung über die Fimktion 
q> herleiten, mit Ausnahme der Conoide, die ihre Spitze in der 
Oberfläche z^=:ifß haben. Um diese Conoide daraus abzulei- 
ten, könnte man indessen für y = die Gleichung eines Krei- 
ses einsetzen und darauf dessen Halbmesser verschwinden 
lassen. 

Dem allgemeinen Integral lässt sich noch eine andere Form 
geben. Da nämlich durch eine zwischen gewissen Grenzen 
beliebige räumliche Kurve eine Integraloberfläche gelegt wer- 
den kann , so enthält es scheinbar zwei willkürliche Funktio- 
nen. Es seien die Gleichungen der willkürlichen Kurve : 

q>{cci,yi, sii) =0, 

^(a?i, yi, Zi) =0. 
Diese Gleichungen und die Gleichung f (xi, y±, jSi, Xj y, J5) = 
nacha?i,yi,55i total differenzirt und die Differentiale dcci, dyi,dzi 
eliminirt, folgt: 

und setzt man q)^Xi-~g> (jsi), 1^=^1—1/^(81), so wird diese 
Gleichung : 

welche mithin im Verein mit den Gleichungen : 

yi = V W 

P. DD BoiS'Bbtmond, Beiträge. 7 
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* 

ebenfalls das allgemeine Integral der Gleichung F=0 reprä- 
sentirt. Dieses ist insofern eine allgemeinere Form des Inte- 
grals, als man daraus ohne Ausnahme alle partikulären Inte- 
grale erhalten kann. Denn man muss z.B. die Gleichung irgend 
eines Conoids daraus erhalten können, indem man die Glei- 
chung der Enveloppe der Conoide aufstellt, deren Spitzen in 
einer Kurve auf der Fläche des gesuchten Conoids liegen. 

§. 49. 
Ueber die Qrenzbedingongen im Allgemeinen. 

Es sei femer irgend ein anderes Integral mit zwei Con- 
stanten : 

f^=f{x,y, z, a, ß) =0 

z.B. die Gleichung der Pianoide vorgelegt. Alsdann erhält man 

die Enveloppe dieser Oberflächen, die irgend eine gegebene 

Kurve : 

q> (oJi, j/i, Zi) =0, 

V' (iTi, yi, ^i) =0, 

tangiren, durch Elimination von a, ß, a?i, yi, Zi, aus den Glei- 
chungen : 

fa ^fi^y y, ^y «, Ä = 0, 

9> = 0, t// = 0, 

* da?j \byi 5^7/ öy» \bxi bz^ ) 5z^ \bxi byi ) 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich dann die Bedingung da- 
für, dass eine Integraloberfläche durch eine Reihe von Kurven 
Ä', ^1 ... gelegt werden könne. Es müssen gleichzeitig erfüllt 
werden die Gleichungen : 

/* = 0, /; =0, ^ =0, etc., 
Doj =0, Z>o2 =ö> etc., 
^=5 0, gpi = 0, gpg = 0, etc., 
1// =0, i/Zi =0, \p^ =0, etc., 
N^ =0, Nt =0, etc., 
wo die Indices keiner Erläuterung bedürfen. 

Die allgemeinste Gestalt, welche man diesen Grenzbe- 
dingungen geben kann, ist folgende. 
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Die Gleichung /ft|=0 giebt diflferenzirt : 

Neben diesen Gleichungen bedarf es offenbar noch dreier, 
um cci, yi, JSi, pi, g'i eliminiren und ß als Funktion von a be- 
stimmen zu können. Bisher benutzten wir die Gleichungen 
der Kurve 9)=0, t// = und ausser diesen die Gleichung 
Pi(r/ -hgi2/i' = 1, in der x^ und y^' durch Differentiation von 
y=0, i/;=0 erhalten wurden. Wir können aber als Grenz- 
bedingungen drei beliebige Gleichungen einführen : 

L (a^i, yi, Zt,p4, q,) =0, 

^' (a?i, Vi, ^i,Pi, gi) = o, 

deren Sinn dann folgender ist. Auf die Form : 

Pi—l' ((Ti, yi, iSi) =0, 

gebracht, bedeutet die erste, die Integraloberfläche müsse 
durch die gegebene Oberfläche 1=0 gehen. Die zwei anderen 
sagen aus, dass in jedem Punkte der Schnittlinie der beiden 
Oberflächen die Richtung der Normale an die Integralober- 
fläche eine gegebene Funktion der Coordinaten ihres Fuss- 
punkts sei. 

Wir haben bei diesen Bestimmungen der willkürlichen 
Funktion des allgemeinen Integrals die zwei Constanten a und ^^ 
nur als analytische Grössen betrachtet. Um ihnen eine geo- 
metrische Bedeutung beizulegen, hat man sie z. B. zu bestim- 
men durch den Punkt ^, wo die Integraloberfläche /i^=0 die 
Linie : 

y=c, 

Z=:0 

schneidet. Dies giebt zunächst : 

f (^, c, o, a, ß) = 0, 
und dann durch die Tangente r des Winkels, unter dem dies 
geschieht, wobei man noch die Gleichungen : 

. ^f (I, c, o, a, ß) df (I, c, o, a, ß) ^ 

51 "*"^ 5^ =^ 

erhält. 

7* 
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Es sei nun, um diese Betrachtungen über die Enveloppen 
der Integraloberflächen zum Abschluss zu bringen, irgend eine 
Kurve K gegeben, und wir fassen auf ihr die Punkte % 
^1, "»Pä etc. ins Auge. Wir legen eine zweite Kurve K^ durch 
den Raum, die, übrigens beliebig gestaltet, durch die Punkte 
^, ^1, ^8 ... geht, und in diesen Punkten mit der Kurve Z 
von denselben Tangentialebenen an die Polarkegel ^, ^^,^8 ... 
berührt wird : so ist nach dem früheren klar, dass die Integral- 
oberflUchen , welche man durch beide Kurven K und Äi legt, 
die durch die Punkte ^, ^i, ^g ... gehenden Integralcharakte- 
ristiken gemein haben und sich längs derselben berühren wer- 
den. Mithin ist eine Integraloberfläche der Gleichung F = 
eben so wenig wie eine solche der Gleichung i4p-f-Äqf = i 
(§. 16) bestimmt durch die Bedingung, dass sie durch eine 
oder eine endliche Anzahl von Charakteristiken gehen solle. 
Es besteht aber zwischen beiden Gattungen von Integralober- 
flächen der Unterschied, dass die ersteren sich längs einer 
Charakteristik , die sie gemein haben , berühren müssen , die 
zweiten nicht (§. 32). Man kann diesen Unterschied auch so 
deflniren, daSs man sagt: Integraloberfläche der Gleichung 
F=0 ist nicht eine jede, die der Ort einer Schaar von Integral- 
charakteristiken ist, wie dies von der Gleichung Ap-^ Bq^=i\ 
gilt. Umgekehrt: Ist eine Schaar von Integralcharakteri§ti- 
ken so beschaffen, dass längs irgend einer Kurve, welche 
durch diese Charakteristiken geht, die durch die aneinander- 
stossenden Elemente der Kurve und der Charakteristik gehende 
Ebene jedesmal den zum Element der Charakteristik gehörigen 
Polarkegel tangirt, so ist der Ort der Schaar von Charakteristi- 
ken eine Integraloberfläche. 

Hieraus geht das Corollar hervor, dass der Ort sich suc- 
cessiv schneidender Integralcharakteristiken allemal eine Inte- 
graloberfläche ist, da in den Schnittpunkten die sich schnei- 
denden Charakteristiken von zwei unendlich nahen Strahlen 
der für die Schnittpunkte als Spitzen construirten Polarkegel 
tangirt werden. Diese Bemerkung führt uns zu dem wichtigen 
Thema der Rückkehrkanten, welches im folgenden Kapitel ab- 
gehandelt werden wird. 



§.50. XI. Rückkehrkanten u. osculat. Cmhüllungsoberflächen. 101 

XI. Rüekkehrkauten und osculatorisebe UmbüUuugs- 

oberfläcben. 

§.50. 
Analogie zwischen der Qleichiing F{p,q) =0 und F {x, y, z,p,q) = 0. 

Es bleibt uns nun uoch übrig, die Analogie zwischen den 
Integraloberflächen der Gleichung F {p, q) =0 und denen der 
allgemeineren F (o?, y, z, p, g) = zu vervollständigen. 

Die Integraloberflächen der Gleichung F [p, q) =0 zerfal- 
len in Kegel, Ebenen und Abwickelbare. Die beiden ersten 
Klassen haben wir bei der Gleichung F (x, y, z, ;?, g) = als 
Conoide und Pianoide wieder gefunden. Wir werden nun se- 
hen , dass die letztere Klasse aus allen übrigen Integralober- 
flächen besteht, die dann aus Streifen von der Form (c, "iß) zu- 
sammengesetzt sind, wo ^ von einen Streifen zum andern va- 
riirt. Wir wollen die Integralstreifen durch Angabe der beiden ' 
sie begrenzenden Charakteristiken C, C, und deren Schnitt- 
punkt ^ bezeichnen, wie folgt : 

(c, *, c,) , 
nicht weil unsere frühere Bezeichnungsweise unbestimmt war, 
sondern weil hier diese Bezeichnung, wie sofort einleuchten 
wird, übersichtlicher ist. 

Unter der Annahme, die Charakteristiken seien keine ge- 
schlossenen Kurven, hat man die zwei Gattungen von Integral- 
streifen : 

(c, ^, Ci) , (c, oo, c,) . 

Die Zusammensetzimg der Conoide ist folgende : 

(c, ^, Ci), (ci, ^, Cj), (c», % Ca), etc. 

In ihnen hat ^ parametrische Bedeutung. Rückt ^ in die Un- 
endlichkeit, so entstehen die Pianoide : 

(c, oo, Ci), (C4, oo, c,), (c», oo, Ca), etc. 

Ist endlich "iß von einem Integralstreifen zum anderen variabel, 
wodurch man bei geradlinigen Charakteristiken Abwickelbare 
erhält, so entstehen Oberflächen, die zusammengesetzt sind 
aus Integralstreifen von folgender Form : 

(C, ^, Ci), (C4, ^1, Ca), (Ca, ^a, C»), etc. 
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und auf die so erzeugten Integraloberflächen will ich jetzt nä- 
her eingehen*). 



§51. 
Die Bückkehrkante oder Grenzoharakteristik. 

Die Charakteristiken C, Ci, C,, C,, ..., welche die Streifen: 
(c, "iß, c,), (Ci, ^1, Cji), (cji, ^», c,), etc. 
bilden, schneiden sich successiv und zwar: C^ schneidet C 
im Punkt ^ ; C, schneidet C^ im Punkt ^4 ; C» schneidet C, im 
Punkt ^, ; u. s. f. Die Kurve, welche der Ort der Punkte 
^, ^1, ^„ ... ist, hüllt die Charakteristiken C, C4, C„ ... 
ein und ihre Gleichungen müssen die Gleichung des Polar- 
kegels : 

[x, y, z, X, y) =0, 

als totale DifiFerentialgleichung aufgefasst, befriedigen , da ihre 
Elemente: die Verbindungslinien von "iß und ^4, von ^^und^,, 
von ^£und "ißs, u. s. f. Strahlen der Polarkegel ^, ^1, ^ ... 
sind. 

Die Integralkurven der Gleichung Ö>=0 zerfallen also, wie 
wir erkennen, in die Integralcharakteristiken, und in solche 
Kurven , welche , als Hüllen der Integralcharakteristiken , die 
Integraloberflächen begrenzen, und die wir zum Unterschied 
von den ersteren Grenzcharakteristiken nennen wollen. 

Um nun deren Rolle wohl zu durchschauen , empfiehlt es 
sich, zu einer gegebenen Grenzcharakteristik die zugehörige 
Integraloberfläche zu construiren, und zwar werde ich sie als 
Conoidenveloppe darstellen. 

Es sei gegeben irgend eine Kurve, deren Gleichungen 
die Gleichung cr> = erfüllen , und die nicht gerade eine Inte- 
gralcharakteristik ist. Wir wollen uns diese Kurve zunächst 
polygonal vorstellen, d. h. zusammengesetzt aus sehr kurzen 
Linienelementen, die dann offenbar ein jedes mit einem Strahl 



*) Es miiss noch hinzugefügt werden, dass, wenn die Charakteristi- 
ken geschlossene Kurven sind, oder so beschaffene Zweige haben, zu den 
erwähnten Klassen von Integralstreifen eine dritte hinzukommt, die übri- 
gens.zweifelsohne, ähnlich wie ich dies bei den Kanalflächen (§. 39) gezeigt 
habe, sich vermöge einer kleinen Veränderung in der Definition zu den In— 
tegralstreifen (c, % cj wird gesellen lassen. 
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des für seinen Anfangspunkt als Spitze construirten Polarke- 
gels zusammenfallen werden. Es seien "iß, ^i, "ißg? ••• ^*^ Eck- 
punkte der betrachteten polygonalen Grenz Charakteristik. 

Für den Punkt "iß als Spitze construiren wir das Conoid ^. 
Das die Punkte ^ und Sß^ verbindende Linienelement "iß^i be- 
rührt eine gewisse Integralcharakterisik C des Conoids ^. Für 
den Punkt "ißj als Spitze construiren wir das Conoid ^i. Die- 
ses wird das Conoid "iß längs der ganzen Charakteristik C be- 
rühren. Das Linienelement ^i^» berührt dann eine zweite 
Charakteristik Ci, welche durch den Punkt ^i geht, und dort 
die Charakteristik C schneidet unter dem Winkel der Linien- 
elemente ^"ißi und ^1 "ißg gegeneinander. Nun construiren wir 
das Conoid "iß«, welches das Conoid ^i längs C^ berührt, und auf 
diesem Conoid gelangen wir auf dem Strahl ^g ^a zum Punkt 
^, zu dem das Conoid "ißg construirt wird, u. s. f. Nachdem 
wir so alle Conoide ^, ^i, ^g, ^g? etc. construirt haben, finden 
wir, dass das Conoid "ißi im Conoid ^, das Conoid "iß, im Co- 
noid ^i, steckt, u. s. f. 

Da die Conoide sich successiv berühren, so haben sie 
auch eine Umhüllungsfläche. Allein diese ümhüllungsfläche 
hat besondere Eigenschaften, durch welche sie sich von den 
gewöhnlich betrachteten ümhüllungsflächen unterscheidet. 
Eine ümhüllungsfläche wird gemeiniglich angesehen als Ort der 
successiven Durchschnittslinien einer Oberflächenschaar. Sie 
wird von den einzelnen Individuen der Schaar berührt, wäh- 
rend diese sich in ihr schneiden. Mithin liegt die Oberflächen- 
schaar ganz an der einen Seite der Umhüllungsfläche. Die 
Enveloppe der Conoide ^, "iß^, ^g, ... hat gerade die entge- 
gengesetzten Eigenschaften : sie schneidet die umhüllten Flä- 
chen, diese berühren sich in ihr und liegen an ihren beiden 
Seiten. Umhüllungsflächen und Kurven der letzteren Art 
werde ich, wegen ihrer sofort anzugebenden Haupteigenschaft 
»osculatorischea nennen. 

Was die alsbald zur Sprache kommende Osculation von 
Oberflächen betrifll, so habe ich darüber Folgendes vorauszu- 
schicken. Man kann zwei Arten der Osculation von Ober- 
flächen unterscheiden, die eine, die »punktuelle«, die ge- 
wöhnlich untersucht wird, spielt in dieser Theorie keine Rolle. 
Es handelt sich hier nur um die Osculation in Linien. Be- 
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rühren sich zwei Oberflächen längs einer Linie , so haben sie 
in allen Punkten der Linie nach dem MECSNiER^schen Satze die 
Krümmungshalbmesser der diese Linie tangirenden Normal- 
schnitte gemein. Osculiren sich nun irgend zwei durch einen 
Punkt ^ der Berührungslinie der Oberfläche gehende Kurven 
in diesem Punkt ^, so haben die beiden Oberflächen noch den 
Krümmungshalbmesser des die transversalen Kurven tangiren- 
den Normal Schnitts gemein. Wenn aber zwei Oberflächen im 
Berührungspunkt die Krümmungshalbmesser irgend zweier 
Normalschnitte gemein haben , so haben sie , wie aus der Be- 
trachtung der indicatorischen Linie Düpin's hervorgeht, dort 
alle Krümmungshalbmesser gemein , d. h. sie osculiren sich. 
Die Oberflächen osculiren sich also im Punkt ^, und wir kön- 
nen nun die Osculation in Linien so definiren : Sie findet Statt, 
wenn zwei Oberflächen sich längs einer Linie berühren , und 
für alle Punkte dieser Linie die Krümmung irgend eines Nor- 
malschnittes gemein haben, mit anderen Worten : wenn in der 
Berührungslinie die Schnittlinien der beiden Oberflächen mit 
irgend einer Ebene drei Punkte mit einander gemein haben. 
So werden wir sagen, die Oberflächen gehen einen Contacl 
von der nten Ordnung ein, wenn jene Schnittlinien n-#-1 Punkte 
gemein haben. Es findet dann längs der ganzen Berührungs- 
linie ein Contact von der nten Ordnung statt*). 

Ich gehe nun zur Betrachtung der osculatorischen Hüllen 
über imd zwar der ebenen Kurven, da dies für die Folge aus- 
reicht. 

§.52. 
Bemerkungen über die osculatorischen TTmiinnnTigaHTiiflTi von 

ebenen Kurvezi. 

Diese Umhüllungslinien sind sehr mannigfacher Art. Als 
unzweckmässig erweiset sich bei genauerer Untersuchung die 
rein analytische Definition derselben als solcher Kurven, die 



*) Von dieser Osculation der Oberflächen in Linien habe ich nirgends 
eine Erwähnung gefunden, mit Ausnahme einer Note, weiche Olivier sei- 
nem Memoire de Geometrie (Ec. Pol. Cah. 2^) liinzufügt. Die Note befin- 
det sich S. 4 45. Er behandelt indessen dort Fragen, die mit dem hier vor- 
liegenden in keinem Zusammenhange stehen. 
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nicht durch Specialisirung des constanten Werths des Parame- 
ters in der Gleichung der umhüllten Kurvenschaar erhalten 
werden können. Geometrisch hat bisweilen ein partikuläres 
Integral der Differentialgleichung der Kurvenschaar dieselben 
Eigenschaften als ein singuläres. Von befriedigender Allge- 
meinheit in geometrischer Beziehung scheint mir vielmehr nur 
folgende Definition zu sein : Es sei 

f (^, y, a) = 

die Gleichung der ebenen Kurvenschaar. Betrachten wir a als 
z Ordinate einer Oberfläche, so sind die Individuen der Schaar 
die Projectionen der Niveaukurven der Oberfläche. Umhtil- 
lungslinien der Kurvenschaar f (x, y, a) =0 werde ich nun 
nennen die Spuren auf der xy Ebene von darauf senkrechten 
Cylinderflächen, die die Oberfläche f [x, y, a) =s langiren. 
Fasst man sie so auf, so sieht man, dass sie im Allgemeinen 
auf der xy Ebene die reellen Werthe von a von den comple- 
xen trennen. Es giebt dann unter ihnen auch Kurven , welche 
diese Trennung vollziehen, ohne Auflösungen der Difl'erential- 
gleichung der Kurvenschaar zu sein, und dergleichen mehr. 
Ich gedenke bei einer anderen Gelegenheit auf die Eigenschaf- 
ten der ebenen Enveloppen näher einzugehen. 

Jetzt werde ich nur diejenige Gattung erörtern, welche 
man erhalten v^rde auf einer Ebene , die durch die Conoide 
^, ^,,"iß2> ••• &^?>^' Ih'*® Schnittlinien mit jener Ebene werden 
eingehüllt von einer Kurve, welche die Schnittlinien schneidet 
und in der sich die Schnittlinien berühren. 

Es seien ^, ^,, ^j» ••• i^^ sehr geringer Entfernung auf- 
einanderfolgende Punkte einer als Evolute gedachten Kurve, 
(Jie in der Richtung ^, "»ß^, "ißg ... abgewickelt wird. Die Ent- 
fernung des Punktes "iß von der Evolvente sei r, und es sei noch 
WWi = ^^? f7W= ^^17 ®*c- Femer sollen mit "iß', ^\, ^\, ... 
die Punkte der Evolvente bezeichnet werden, deren Krüm- 
mungsmitte Ipunkte ^, "ißi, ^2, ... sind. Dann berührt der 
Kreis um "iß^, dessen Halbmesser r-f-dr ist, den Kreis um ^, 
dessen Halbmesser r, im Punkt ^', und der Kreis (r, ^) liegt 
vollständig innerhalb des Kreises (r-^dr, ^J. Der Kreis 
(r-hdrH-'dr,, ^g) berührt den Kreis (r-hdr, ^,) im Punkt ^/, 
und der letztere liegt vollständig im ersteren, u. s. f. Die 
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Evolvente ^', "iß\, ^'^ ... schneidet die sich successiv tangiren- 
den Kreise, und dies ist genau der von uns betrachtete Fall. 

Es entsteht nun hier die Frage , ob die Schnittlinien der 
Conoide die Schnittlinien der umhüllenden Integraloberfläche 
ebenso osculiren, wie die Krümmungskreise die Evolvente. 
Dies muss bejaht werden. Nehmen wir an, die durch die Co- 
noide gelegte Schnittfläche sei der ocy Ebene parallel ; es sei 

y^(p[x) 
die Gleichung der Spur eines Conoids auf der Schnittebene ; 

ri^f[x) 
diejenige der Spur der Umhüllungsoberfläche; endlich sei o?, 
die Abscisse des Berührungspunktes beider : so ist für irgend 
einen diesem sehr nahe gelegenen Punkt a?j -♦- d : 

^""^ == TTä [/" (^i) ■" V" (^*)] "*■ ^^^-^ 
da die Gonoidspuren auch die Tangenten mit der Enveloppe 
in ihren Berührungspunkten gemein haben. Nun geht aber die 
Enveloppe durch die Conoidspur hindurch, so dass die Diffe- 
renz y — Tj mit d ihr Zeichen wechselt. Mithin muss auch 
/" (o?,) =5 q>" [x^ sein. Wir gewinnen so den Satz, dass 
jede Integraloberfläche- längs ihrer Charakteri- 
stiken osculirt wird von denjenigen Conoideii, 
deren Spitzen auf ihrer Rückkehrkante liegen. 

§. 53. 
^Die Gleichungen der osculatorischen Umhüllungslinien. 

Es sei 

f (^, y, a) = 

die Gleichung der Kurvenschaar. Zwei Individuen mit den 
Parametern a und a-i^da berühren sich im Punkt o?, y. Mithin 
ist für diesen Punkt : 

da 

m 

und durch Elimination von a aus /*= und -~ = erhält mau 

' da 

die Gleichung des Orts der Berührungspunkte , oder die Glei — 
chung der Enveloppe, wie dies bekannt ist. 

Es kommt in unserem Falle aber noch eine Gleichun 
hinzu. Da sich nämlich die Individuen a und a + da Im Punk^*' 
xy nicht schneiden, sondern tangiren, so ist auch 
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t ix 




von a unabhängig und man findet : 




d 

da 


bx 


= Ooder/;^ f 
0x0 tt oy 


byba bx 




ibyf 




Hieraus kann man weiter schliessen : 


Die Gleichung : 






y — >if 





"5y 



giebt längs der Enveloppe differenzirt : 

bf\ 
// d 

y =- 



dx 



^x 

w 



D. h. es folgt, dass y denselben Werth für die Enveloppe und 
die sie tangirenden Individuen der Schaar /"= besitzt. Dies 

ist bereits §. 52 auf andere Weise bewiesen. 

bf 
Femer giebt die Gleichung -J- = 0, längs der Enveloppe 

differenzirt : 



bxba 



dx 



b*f ^^ 
byba '^ 



oa* 



Die zwei ersten Terme verschwinden für sich, also folgt : 

Bemerkung. Die vier Gleichungen: 

bxba by byba bx 



^=o^ = o> 



5^. = '>' 

enthalten die drei Variabein a?, y, a. Sollen diese veränderlich 
sein, so müssen jene Gleichungen die Form haben : 

xp (w, v) = 0, • 
wo u und^v zwei Funktionen von x, y, a bezeichnen und xp mit 
u und V gleichzeitig verschwindet. Die übrigen Variabein kön- 
nen sonst noch in die Funktionen xp eingehen. Denkt man sich 
z. B. X und y als Funktionen von a aus m = 0, v = bestimmt, 
so dass u^=^x — qp(a) = 0, v^ =y — gp^ (a) = und man sub- 
stituirt in jene vier Gleichungen für x und y die Werthe w^+y, 
Vj-hqPj, so müssen sie die Form : 
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annehmen und die vier müssen für w, = 0, Vj = gleichzei- 
tig verschwinden. DifiFerenzirt man eine der Gleichungen © 
total, so kommt: 

dQ = X — du. + 5 — dv. + 5 — da = 0. 

Diese Gleichung wird für 1/- = 0, v. =0 erfüllt, weil man 

dann du^ = 0, dVj = hat, und ^ — muss ebensowohl wie 

für Wj = 0, Vj = verschwinden. Bei der gegenwärtigen Art 
Enveloppen lUsst man nun aber dQ noch auf andere Weise ver- 
schwinden. Man hat : du^ = cfcc — qp'da, dv^ z=zdy — q>'da, und 
daher : 

d0 = ji^(te+5^dy + da[5^-5^g,-5^g). j =0. 

Für 0=/*oder Q = -J- verschwindet die Klammer, weil die 

übrigen Terme verschwinden. 

Beispiel zur obigen Bemerkung. Wir wollen als Bei- 
spiel die Kreisenveloppen betrachten, welche die Evolventen 
der Bahn des Kreismittelpunkts sind. Die Gleichung des Krei- 
ses sei : 

und es sei ß=l (o) , r= A, (a) . Es ist dann : 
Ausserdem hat man : 
Hieraus folgt zunächst : 

Diese Werthe berücksichtigt, gehen die Gleichungen \) 2) 3) 
über in die folgenden : 



tt,* + »,* r r/J' „ 
2 «i 7 ^ir' =*> 


<') 


"i+/?'«i=0, 


2') 


ß'u^— V, sbO. 


30 
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Die zweite giebt differenzirt : 

du^ + ß'dv^ -h v^dß' = 0. 

Ordnen wir sie aber nach den Diiferenzialien da?, dy, da, so 

wird sie : 

dcc + ^'dy + da |/9"(y-/9) +rr" j = 0. 

Aber wegen (aj— a) da:+ (y—/?)dy = und der Gleichung 3) 
verschwindet der Term dx + ß'dy und man erhält : 

ß"iy-ß)+rr"^0. 

Hierein — ^ für y-^ß gesetzt, folgt : 

was sich auch durch DifiTerentiation von r'* == 4 + ß*^ ergiebt. 

§. 54. 
Verallgemeinerung des Vorigen« 

Gehen die Individuen einer Kurvenschaar successiv mit 
einander einen Contact von der nten Ordnung ein, so ist ihre 
osculatorische Enveloppe von d6r nten Ordnung, womit ge- 
meint ist, dass sie mit den Individuen der Kurvenschaar einen 
• Contact von der (n+1)sten Ordnung hat. Es sei nämlich 
wieder : 

f («, y, «) = 

die Gleichung der Kurvenschaar. Haben ihre Individuen einen 
Contact nter Ordnung, so ist : 

da da da du 

Die Differentiale längs der Enveloppe mögen mit d^ diejeni- 
gen längs der umhüllten Kurven mit d bezeichnet werden. 
Dann ist : 

dty = ydiX wegen -^ d,a = 0, 

d^y—y'd^x wegen -^ d,a = 0, 



da 

etc. etc. 

djy(**)=y(**+0dja5 wegen -^ — d^a = 

oder, weil y^^) = ^ ist, folgt : 

woraus die Richtigkeit des Gesagten hervorgeht*). 

*) Diese Bemerkung, dass die Enveloppe von Kurven, die mit einan- 
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§. 55. 

Digression über die BoUe, welche die osculatorische TJmhüllungs- 
fläche in der Theorie der partiellen Diflferentialgleichmigen 

zweiter Ordnung spielt. 

Bekanntlich liegt der Theorie der Gleichung: 

der Satz zu Grunde , » dass die Umhüllungsfläche einer Schaar 
Integraloberflächen wieder eine Integraloberfläche ist« (§. 5). 
Dieser Salz stellt geometrisch einen Zusammenhang zwischen 
den particulären Integralen mit zwei Constanten und deren 
allgemeinem Integral mit einer willkürlichen Funktion her. 

Es fragt sich nun, ob bei den Integraloberflächen der 
Gleichung 

F"=F ((T, y, z, p, q, r, s, t) =^ 
ein ähnlicher geometrischer Zusammenhang wie der in jenem 
Satz ausgesprochene zwischen Umhüllungsflächen und umhüll- 
ten Flächen existirt. Ich glaube , der dem obigen analoge Satz 
für die Gleichung F" = ist folgender : 

Die osculatorische Umhüllungsfläche einer 
Schaar Integraloberflächen der Gleichung F" = 
ist wieder eine Integraloberfläche. 

Wir wissen aus dem §. 23, dass auf jeder Integralober- 
fläche der Gleichung F" = *) eine Doppelschaar von Kurven 
existirt von der Beschafltenheit , dass längs einer jeden von 
ihnen die ursprüngliche Integraloberfläche von einer anderen 
unendlich nahen berührt wird. Diese Kurven sind die Con- 
tactcharakteristiken. Wir construiren eine Inlegraloberfläche /*, 
und eine zweite f^ mag die erste längs der Conlactcharakteri- 
stik C berühren. Wir construiren eine dritte Integraloberfläche 
^2, welche f^ längs der Charakteristik C^ berührt, u. s. f. Die 
durch die Charakteristiken: 



der einen Contact von der »ten Ordnung haben, mit jenen Kurven eine Be- 
rührung von der n + 4 sten Ordnung eingeht, ist gerade für diese Theorie 
von Wichtigkeit. Sie findet sich nicht ausdrücklich ausgesprochen in der 
sonst sehr vollständigen Darstellung der singulären Auflösungen im geo- 
metrischen Theil der TMorie des fonctions. Folgt man indessen den Aus- 
führungen der No. 424 — 428 des citirten Werkes mit Aufmerksamkeit, so 
sieht man, dass sie sich auch daraus ohne Mühe herleiten lässt. 
*) Vorausgesetzt, dass S* — 4Är positiv ist. 
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^J ^V ^2? ^3) 

gelegte Oberfläche ist alsdann eine Integraloberfläche, denn sie 
wird in jedem ihrer Punkte von einer Integraloberfläche oscu- 
lirt, d. h. sie hat mit ihr ausser x, j/, z die Grössen p, q, r, s, t 
gemein, und ihre Gleichung erfüllt demnach in jedem Punkte 
die Gleichung F'' = 0. 

Es ist aber vorläufig nicht abzusehen , wie man mit Hülfe 
dieses Satzes mit den partikulären Integralen der Gleichung 
F'' = eine ähnliche Operation wie mit denen der Gleichung 
F (cc, t/, z^ p, ?) = vornehmen könnte , und zwar ist es des- 
halb nicht abzusehen, weil man die willkürlichen Elemente des 
Integrals auf ganz bestimmte Weise variiren muss, damit die 
Durchschnittslinie der gegebenen und der variirten Integral— 
Oberfläche eine Contactcharakteristik sei. Sobald man inzwi- 
schen weiss, wie man zu dem Zwecke die Variation einzm*ich- 
ten hat, wird sich ein allgemeineres Integral aus dem partiku- 
lären mit Hülfe jenes Satzes ergeben. 

Die Untersuchung hierüber ist noch nicht geschlossen, und 
ich meine , dass sie zu sehr erspriesslichen Resultaten führen 
könne. Unter andern scheint mir das Integral mit fünf Con- 
stanten auf diesem Wege zu einem allgemeinen zu führen. Es 
ist dies ein Punkt, auf welchen ich an einem anderen Orte zu- 
rückkommen werde. 

§. 56. 

SchluBS der Digression. Bemerkung über die Charakteristiken 
der partiellen Differentialgleichungen höherer Ordnung mit drei 

Variabeln. 

Der dem Vorigen analoge allgemeine Satz für die partiel- 
lenDifiFerentialgleichungen aller Ordnungen ist, wie mir scheint, 
folgender : 

Charakteristiken einer partiellen Differential- 
gleichung der nten Ordnung sind diejenigen, zwei 
unendlich nahen Integraloberflächen gemeinsa- 
men Kurven, in denen die beiden Oberflächen 
einen Contact der (n+i)sten Ordnung eingehen. 
Die Umhüllungsfläche einer Schaar von Integral- * 
Oberflächen, die successive einen solchen Gon- 
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lactvon der (n-f-i)ten Ordnung haben, ist wieder 
eine Integraloberfläche der gegebenen partiellen 
Differentialgleichung. Man kann sie eine osculatorische 
UmhUllungsflache von der n-^Uen Ordnung nennen. Eine 
Integraloberfläche solcher Differentialgleichung 
ist vollständig bestimmt durch die Bedingung, 
dass sie in einer gegebenen Kurve mit einer ge- 
gebenen Oberfläche einen Contact von der [n-i-i)ien 
Ordnung eingehen muss. 

Was übrigens die Grenzbedingungen der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung betrifft, so kann man offen- 
bar an Stelle der Bedingung, die Integraloberfläche müsse 
in einer gegebenen Kurve eine gegebene Oberfläche berühH^ 
verlangen, sie müsse durch, zwei gegebene Kurven gehen. 
Und es unterliegt keinem Zweifel, dass diese Bedingung der 
anderen äquivalent ist, sie solle ohne Stetigkeitsunterbrechung 
durch eine gegebene geschlossene Kurve gehen. Denn es wird 
dann von jeder Charakteristik verlangt, dass sie die Kurve 
zweimal schneide , was natürlich dasselbe ist , als vv^enn sie 
zwei gegebene Kurven schneiden soll. 

§.57. 
Fortsetzung der Generation der Bückkehrkanten. 

Die Umhüllungsfläche der Conoide ^, ^^, ^j, ... ist eine 
Integraloberfläche , welche durch die Grenzcharakteristik 
^>*^i> ^2 ••• 6®^*? ^^^ ^s ist nun leicht einzusehen, dass diese 
eine Rückkehrkante bildet. Der wesentliche Vortheil, den die 
Anwendung der Conoide bei der Construction der Integral- 
oberflächen darbietet, ist, dlüss sie in unmittelbarer Nähe der 
Spitze mit den Polarkegeln verwechselt werden dürfen. Die 
Spitze des Conoids steckt in der That im Polarkegel , allseitig 
von ihm berührt, wie in einem Etui. Statt die Enveloppe der 
Conoide in der Nähe der Grenzcharakteristik zu untersuchen, 
könnten wir daher die Enveloppe der Polarkegel betrachten, 
die für die Punkte ^, ^j, ^^j ••• ^^^ Spitzen construirt sind, 
da diese Enveloppe die Integraloberfläche längs der Grenz- 
charakteristik berühren muss. Die Untersuchung wird indes- 
sen noch mehr vereinfacht, wenn man von den Conoiden zu- 
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rückgelltzu den Integralstreifen, aus denen sie zusammenge- 
setzt silid. 

Die beiden Integralcharakteristiken C und C^, die sich im 
Punkt ^ schneiden, werden in diesem Punkt von zwei Strah- 
len s und s^ des Polarkegels ^ berührt, mithin wird der Inte- 
gralstreifen 

[c, ^, cj 
im Punkt ^ vom »Kegelstreifen« 

berührt. Wir können demnach an Stelle der Integralstreifen 
die Kegelstreifen betrachten, wenn es sich um die unmittel- 
b^ Nähe der Punkte ^, ^^, ... handelt. Nennen wir C die 
lä^ralcharakteristik, die durch die Punkte ^ und ^^ der 
Grenzcharakteristik geht, C^ diejenige, welche durch die Punkte 
^, und ^2 S®i^> ^' s. f., so besteht die IntegralöberflUche, 
welche die Conoide ^, ^j, ^j, ... umhüllt, aus den Integral- 
streifen : 

(c, ^, cj, (Cj, %, Cjj), (Cj, %, Cg), etc. 

und wird längs der Grenzcharakteristik berührt von einer 
Oberfläche, die aus den Kegelstreifen : 

(5, ^, s,), [s^j ^„ 5^), (^2, ^jjj h)y etc. 
besteht. Die letztere Oberfläche ist offenbar die Abwickel- 
bare, welche die bewegliche Tangente an die Grenzcharakte- 
ristik beschreibt. In dieser »Grenzabwickelbaren« steckt 
die Integraloberfläche längs der Rückkehrkante vde in einem 
Etui. Sie spielt also für die dritte Gattung Integraloberflächen 
dieselbe Rolle, wie der Polarkegel für die Conoide. 

Diese Eigenschaften der Integraloberflächen, längs ihrer 
Rtickkehrkanten von derjenigetf*. Abwickelbaren berührt zu 
werden, die der Ort der Tangenten an die Rückkehrkante ist, 
diese Eigenschaft ist eine ziemlich allgemeine. Wenn sich 
nämlich auf einer Oberfläche ein solches System von Kurven 
ziehen lässt, dessen Individuen durch die Rückkehrkante hin- 
durchgehen, ohne darin einen Knick zu erfahren, so ist die 
Rückkehrkante die Enveloppe dieser Kurven und die Tangen- 
ten an die Rückkehrkante müssen auch Tangenten an die 
Oberfläche sein. Umgekehrt, wenn eine Oberfläche längs ihrer 
Rückkehrkante von den Taugenten an die Rückkehrkante be- 

P. DU Bois-Bbtmond, Beiträge. ' § 
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rührt wird, so lässt sich in allen Punkten der letitanbn ein 
solcher Schnitt durch die Oberfläche führen, dass die fikdinitt- 
kurve in der Bückkehrkante keinen Rückkehrpunkt hat. 



§. 58. 

Bemerkung über die Rüokkehrkanten der Integrale mit zwei 

Constanten. 

Was die Rückkehrkanten der Integrale mit zwei Constan- 
ten betrifift, so muss hier die Betrachtung des §. 40 vervoll- 
ständigt werden. Es sei /*=/* [x, y, z, a, /?) = das Integral 
mit zwei Gonstanten. Die Charakteristiken der Oberfläche 
/*= sind deren Durchschnittslinien mit einer OberflächÄ- 
schaar, welche durch Variation des Parameters y in der Glei- 
chung : 

erhalten wird. Hat diese Schaar eine Umhüllungsfläche, die 
von der Oberfläche /"sa geschnitten wird, so müssen sich in 
dieser Schnittlinie die Charakteristiken der Gleichung /*=0 
schneiden, mithin ist diese Schnittlinie der Oberfläche /==0 und 

der Umhüllungsfläche der Schaar "j^ + / -jr ^ ö die Rück- 
kehrkante der Oberfläche /*= 0. Setzt man nun : 

c^n^, y, z, a, ß) 
als Gleichung einer Oberflächenschaar, die durch Variation des 
Parameters c ansteht, so folgt aus dem Obigen, dass die Um- 
hüllungsfläche der Oberflächenschaar : 

bf 




W 

welche durch Variation von y entsteht, der Ort der Rück- 
kehrkanten der Schaar c = /*ist. 



§. 59. 
Ueber die Aufgabe des folgenden Abschnittes. 

Indem ich hiermit diese allgemeinen Betrachtungen über 
die Integraloberflächen beschliesse, bemerke ich, dass sich 
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diese ganze Theorie mit grosser Leichtigkeit ergeben hat, so- 
bald wir einmal die Existenz der Integralcharakteristiken und 
deren Eigenschaften erkannt hatten. Dies geschah indessen 
analytisch, und die bisherigen Untersuchungen haben zwar 
gelehrt, wie sich der Unterschied zwischen den Integral- und 
Grenzcharakteristiken ofifenbart, jedoch nicht, worin er be- 
steht. Wie unentbehrlich aber für die Interpretation der Glei- 
chung F=0 die Ausfüllung dieser Lücke sei, zeigt folgendes 
Raisonnement. 

Man denke sich irgend eine Integralkurve der Gleichung 
<Z)=0 durch den Raum gelegt. Wir construiren zu allen ihren 
Punkten die Polarkegel und legen Tangentialebenen an alle Po- 
laAegel durch die Strahlen, in welchen sie von der gegebenen 
Kurve berührt werden. Diese werden von einer Abwickel- 
baren eingehüllt. Zu irgend einem Punkte ^', in der Nähe der 
Ausgangskurve , construiren wir den Polarkeger, der die Ab- 
wickelbare im Allgemeinen in zwei Strahlen schneiden wird. 
Wir wählen von diesen Strahlen einen, und construiren zu 
einem dem Punkte ^' nahe gelegenen Punkt ^/ wieder den 
Polarkegel, der die Abwickelbare wieder in zwei Strahlen 
schneidet, von denen man dann einen zu wählen hat, etc., um 
die Kurve ^', ?ß/, ^g', ••• ^^^ der Abwickelbaren fortzusetzen. 
Diese Kurve ist wieder eine Integralkurve der Gleichung <D=0, 
und wir denken uns für sie eine Abwickelbare wie für die 
erste construirt, auf dieser zweiten Abwickelbaren eine dritte 
Kurve gezeichnet, u. s. f. Alle so entstandenen Abwickelba- 
ren werden von einer Integraloberfläche eingehüllt, da längs 
der oben construirten Kurven der Polarkegel beim Uebergang 
zur Grenze, die Abwickelbaren tangiren muss. Auf diese 
Weise haben wir eine IntegralolKfläche construirt, deren Cha- 
rakteristiken keine Integralcharakteristiken sind. Aus dem 
Früheren wissen wir aber, dass diese Construction falsch oder 
wenigstens ungenügend sein muss, und es wird nun darauf 
ankommen, den Fehler aufzudecken. Zu diesem Zweck wer- 
den wir im Folgenden die Integraloberflächen auf Grund der 
Differentialgleichung F&cO aus ebenen Facetten zusammen- 
setzen, wobei sich über diesen Punkt Licht verbreiten wird. 



8* 



Vierter Abselmitt« 

üeber die Construction der Integraloberflächen 

aus Flächenelementen. 



XII. lieber gewisse Kurvensysteme auf Oberflächen. 

§. 60. 
Die Diagonalsohaaren zweier Kurvensohaaren. 

Denkt man sich irgend zwei Kurvensohaaren auf einer 
Oberfläche, so haben diese zwei Diagonalschaaren, zu denen 
sie ihrerseits die Diagonalschaaren sind. Verschaffen wir uns 
eine Vorstellung von der Entstehung solcher Diagonalschaaren. 
Der Einfachheit wegen soll angenommen werden, die beiden 
Kurvensohaaren befinden sich auf der xy Ebene. Die Punkte, 
in denen die eine Schaar die x Axe schneidet, sollen mit |, die 
analogen bei der anderen Schaar mit ^^ bezeichnet werden und 
die Gleichungen beider Kurvenschaaren seien : 

q>i=g>i{x, y)#5Pi(^i,0) =0. 

Legen wir durch ein Viereck, welches von zwei beiden 
Schaaren angehörigen Kurvenpaaren gebildet wird, die Diago- 
nale, so sehen wir, dass die Richtung dieser Diagonale von den 
Abständen der zu jedem Paar gehörigen Kurven abhängt. Wir 
legen nun transversal durch die eine Schaar q>=sO irgend eine 
Kurve ÜT, und geben den Individuen der Schaar y=sO belie- 
bige Abstände von einander. Soll die Kurve K eine Diagonal- 
kurve sein, so müssen die Individuen der Schaar g)j=0 durch 
die Schnittpunkte der Kurvte K mit der Schaar g)s=0 gehen. 
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Dann verbinden die Elemente der Kurve K immer die gegen- 
überliegenden Ecken der durch die beiden Kurvensysteme 
gebildeten Vierecke. Ausser der Diagonalkurve K lässt sich 
dann eine ganze Schaar vonDiagonalkurven construiren, welche 
durch die homologen Ecken der übrigen Vierecke gehen , und 
ausserdem die zweite Diagonalkurvenschaar, welche die erste 
kreuzt. Beide Schaaren sind mithin vollkommen bestimmt 
durch die Abstände der Kurven qp=sO und die gegebene Kurve 
AT oder noch der Abstände der Kurven qpj=0. Eine einfache, 
hier nicht weiter anzustellende Ueberlegung ergiebt noch, dass 
nicht etwa statt der Abstände der Kurven qp=0 eine Kurve des 
zweiten Diagoualsystems willkürlich ist. 

Ich gehe an diesem Orte nicht ein auf das allgemeine Pro- 
blem, die Gleichungen der Diagonalkurvenschaaren aus denen 
der gegebenen Schaaren zu finden. 

Zum Zwecke der Anwendungen der Diagonalkurven soll 
eine bequeme' Bezeichnungsweise der auf solche Kurvensys- 
teme bezüglichen Grössen angegeben werden. Man kann 
sich vorstellen, die Oberfläche , auf welcher die Kurvenschaa- 
ren gezeichnet sind, sei die feste Grundlage der Vorstellungen, 
und die Werthe der Goordinaten a?, y, z für alle ihre Punkte 
seien auf der Oberfläche vertheilte Dichtigkeiten ähnlicher Art, 
wie man die elektrischen Dichtigkeiten definirt. Wir werden 
nun die Differentiale dieser Dichtigkeiten nach ihrer Richtung 
bezeichnen, imd ganz naturgemäss den Index, der die Rich- 
tung unterscheidet, dem d und nicht der Substanz geben. 
Demnach werden Differentiale längs der einen Kurvenschaar 
mit d, längs dein anderen mit dj, längs der Diagonalkurven mit 
d^ zu bezeichnen sein, und ma^ygird haben : 

dy-hd^y^dj/, 
dz + d^z = (ijj2, 

d? + dl? = ^?, 
wo Q die Dichtigkeit irgend einer anderen auf der Oberfläche 
noch etwa vertheilten Substanz vorstellt. Die vorstehenden 
Gleichungen sollen Differentialgleichungen der Diagonalkurven 
heissen, und durch das Symbol d + d^eseij bezeichnet werden. 
Anwendungen. Zwei Kurvenschaaren auf einer Ober- 
fläche sind durch ihre Differentialgleichungen : 
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dx = udz d^x = Wjdjjj, 

dy = vdz d^y = v^d^z 
gegeben. Die Gleichung der Oberfläche soll gefunden werden : 
Eliminirt man aus den vorliegenden Gleichungen und den fol- 
genden 

dj5= pcte-H qdy 

d^z^spd^xH-qd^y 
die Differentiale, nachdem man dz =s d^z gesetzt hat, so erhält 
man die Werthe von p und q in x, y, a, vorausgesetzt, dass 
Uj Vj u^j v^ nur von o?, y, z, p, q abhängen. Dann findet man 
aber die Gleichung der Oberfläche vermöge der Auflösung 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung. Man kann direkt zu 
dieser Gleichung gelangen, wenn man aus den vorstehenden 
6 Gleichungen und den Gleichungen der Diagonalkurven p und q 
und alle Differentiale mit Ausnahme von d^, d^^ d^z elimi- 
nirt. Eine Projection einer Diagonalkurve kann man willkür- 
lich annehmen, und wählt man sie so , dass die Diagonalkurve, 
wenn man einen Parameter der willkürlich angenommenen 
Projection variirt, stets durch denselben Punkt geht, so hat 
man ebenfalls nur eine gewöhnliche Differentialgleichung zu 
integriren, und die Elimination jenes Parameters aus der Glei- 
ohmig der willkürlichen Projection und dem Integral der Diffe- 
rentialgleichung liefert die gesuchte Gleichung der Oberfläche. 
Dies Verfahren kommt im Wesentlichen auf die Methode des 
§. 4 hinaus. 

Die Differentialgleichungen der Kurvenschaaren mögen 
zweitens in folgender Form gegeben sein : 

ctess udz djCC= vdjÄ, 

dy = u^dz dly = v^d^z, 

dQ^u^dz lim^ d^q^v^d^z^ 
wo q irgend eine Dichtigkeit auf der zu bestimmenden Ober- 
fläche bedeutet, und die w, u^^u^'^ v, Vj, v^ nur von x^ y, j», q ab- 
hängen. Eliminirt man aus vorstehenden Gleichungen imd den 
Gleichungen der Diagonalkurven d-i-d^ = d2 ^^^ Differentiale 
mit den Zeichen d und d|, so erhält man zwei Gleichungen: 

d^z = z^d^x + z^djy^ 

d^q^q^d^-^q^d^, 
wo 
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ist. Wir erkennen zunächst, welches das Criterium dafür sei, 
dass die beiden obigen Systeme von Differentialgleichungen 
eine gemeinschaftliche Lösung der in Rede stehenden Art ha- 
ben: es müssen wegen der Willkürlichkeit der Richtung der 
Diagonalkurven, mithin eines der Differentiale mit dem Zeichen 
dg, identisch erfüllt werden die Gleichungen : 

dp dp- 

öäi __ dz^ 5pt _^ bQz 

^y^ ^" bx ' by "" bx 
Dies giebt die zwei Redingungen : 

bzi bz^ bzi bzt bz^ bz^ 

bQt ,^0t^, dpi ^ _ Öp, dp, ^ . Öpa 

denen die u und v genügen müssen. Ausserdem sehen wir, 
dass die Auffindung des gemeinschaftlichen Integrals von der 
Auflösung zweier Differentialgleichungen abhängt. Denn wir 
können über eine Projection der Diagonalkurven verfügen. Da- 
her ist hier die Methode des §. Mn vollem Umfang anwendbar. 
Hätten die Differentialgleichungen die Form : 

pdx-^qdyss dz pd^x-^qd^y^ d^z^ 
dy Ä udz d^y = vd^z^ 

wo man sich q und auch w, u^ ; v, v^ in a?, y, ä, p gegeben den- 
ken mag, so würden die Gleichungen mit dem Zeichen d^ ' 

d^z^pd^x-hqd^j 

(w— v) d^p = (wvj \pd^x -h gd^y j + [u^—v^] d^. 

Daraus geht hervor, dass bei der Integration der Gleichung 
F = die Ordnung der aufz^Mfenden Differentialgleichungen 
um eine Einheit würde erniednp werden, wenn, natürlich nur 
für gewisse Klassen von Integraloberflächen , ausser den Glei- 
chungen der Charakteristiken noch diejenigen irgend eines an- 
deren auf der Integraloberfläche befindlichen Kurvensystems 
bekannt wären. 

Es bietet so wenig Schwierigkeiten, die in diesem §. ge- 
machten Bemerkungen auf eine grössere Anzahl von Variabelen 
auszudehnen, dass ich mich nicht dabei aufhalten werde. Ich 
gehe vielmehr dazu über, ein neues, bei der Construction der 
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Integraloberflächen der Gleichung F « anzuwendendes Kur- 
vensystem zu beschreiben. 

§.61. 
Die Faoettelinien« 

Bei der Construction von Kurven aus ihren Differential- 
gleichungen beginnt man mit der Construction eines Linien- 
elements, an welches sich in stetiger Folge andere anreihen, 
die dann eine polygonale Kurve bilden, welche beim üeber- 
gang zur Grenze in eine continuirliche Kurve übergeht. Ein 
analoges Verfahren bei der Construction von Oberflächen zu 
ermöglichen, ist die Aufgabe, die ich mir nun stelle. Es 
kommt offenbar alles darauf an, die Oberfläche zunächst in 
geeigneter Weise aus ebenen sehr kleinen Facetten zusam- 
menzusetzen, m. a. W. leine » polyedrische « Oberfläche zu 
bilden. Die Wahl dreieckiger Facetten ist deshalb nicht raUi- 
sam, weil man drei Kurvensysteme auf der Oberfläche braucht, 
um sie in Dreiecke zu zerlegen. Wir werden daher, was im- 
mer möglich ist, die Oberfläche aus viereckigen Facetten zu- 
sammensetzen. 

Man denke sich irgend eine Kurvenschaar auf der Ober- 
fläche gezeichnet. Es soll durch diese Schaar eine Transver- 
salschaar gelegt werden von der Beschaffenheit, dass die vier 
Eckpunkte jedes von zwei Paaren von Individuen beider 
Schaaren gebildeten Vierecks in einer Ebene liegen, voraus- 
gesetzt, dass die Individuen, aus welchen ein solches Paar be- 
steht, einander äusserst nahe verlaufen. Da zwischen den ge- 
genüberliegenden Seiten jenes Vierecks ein Parallelismus er- 
ster Ordnung herrschen muss^und die Schnittlinie der durch 
die vier Ecken gelegten Ebeflplnit der Oberfläche die indika- 
torische Linie Düpin's ist , mffhin eine Kurve zweiten Grades, 
so ist das Viereck das eingeschriebene Parallelogramm eines 
Kegelschnitts und die Bichtungen der Seiten sind die von con- 
jugirten Halbmessern. Man braucht also nur zu jedem Kurven- 
element der einen Schaar die Bichtung des conjugirten Durch- 
messers des DüPiN'schen Schnitts aufzusuchen, um die zweite 
Schaar zu erhalten. Ich werde jetzt diie Gleichung, welche 
beide Schaaren verbindet, jedoch auf eine andere Weise wie 
eben angedeutet, herleiten. 
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Sollen vier 
in einer Ebene 


Punkte x,y,z\ x^, y^,z^\ a^, y^, z^ ; 
liegen, so iiiUssen sie die Gleichungen 
ax -^by -hcz =d, 


^8? 

• 
• 


ysiH 


erfüllen. 


Setzt 


man : 


ax^ 
ax^ 


+ by^ -h cz^ = d, 

-hby^H-cz^^d 

-x =sdXj etc., 
^x ■-— (I/aXj evC.» 







Xo''^'X "" (JLnXy eiC.« 

und eliminirt aus jenen Gleichungen die Coefficienten a, 6, c, d, 
so folgt : 

= dj5 [d^xd^) — d^z [dxd^y) -h d^z {dxd^y) 
als Bedingung dafür, dass die vier Punkte in einer Ebene lie- 
gen. Wir wollen annehmen, der Punkt ccj, y^j z^ liege dem 
Punkt öc, y, z gegenüber. Die Gleichung der Oberfläche 
^^fi^j y) giebt : 
dz sspdx -hqdy +^|rda5* -hisdxdy -htdy^ } = d'js -i- d'^js, 

djj5 sspd^x + qd^y + i\rd^cc? -H 2 sd^xd^y -H ^^y*} = d(js -♦- d^'js, 

djjjs = pd^ -H gdjjy + 4^ j rd^o^ -♦- 2 sd^xd^y -¥- td^y^l = d^js -♦- d"z^ ' 

wo die römischen Ziffern die Glieder erster und zweiter Ord- 
nung unterscheiden. Führt man diese Werthe von dj», d^z, d^ 
in die obige Bedingung ein, so verschwinden die in d^js, djjs, d!^z 
multipiicirten Tenne identisch. 

Zwischen den gegenüberliegenden Seiten des Kurven- 
vierecks soll ein Parallelismus erster Ordnung^herrschen. Da- 
her ist bis auf Grössen zweiter Ordnung genau : 

dx -♦- d^ ^ djO?, 

^ dy + mtk. djj 
und daraus folgt : ^r' 

[dxd^y] =s [dxd^] s= — [d^xd^y] . 

Mithin heben sich aus der Bedingung die in df'z, d''zy df^z 
multipiicirten Determinanten weg, und sie wird : 

Diese Gleichung ist bis auf Grössen dritter Ordnung genau, 
während die Gleichung : 

az -♦- d^z =s d^z 
bis auf Grössen zweiter Ordnung stimmt. Führt man in die 
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transformirte Bedingung die expliciten Werthe der Terme 
d'^js, d'/j5, dgÄ ein, so ergiebt sich: 

rdxd^x -H s [dxd^y -♦- d^xdy) + ^^i^ = , 
welches die Differentialgleichung der beiden Ruryensysteme 
ist. Bezeichnet man die Veränderungen von p und q in der 
Richtung der einen und der anderen Schaar mit dp^ dq und 
d|P, d^q; so kann die Differentialgleichung auch geschrieben 

werden : 

dxdyp + dyd^q » 0, 
oder: 



und setzt mau 



d^xdp -H d^ydq » 



-^ = rr' -^-t/' ^-r»' ^=t/' 

so ergeben sich wegen 

px'-^qy =1, 



die Gleichungen : 



imd 



pdix' 'i-qd^y =sOy 
pdx^ -h qdy^' =« 



(djöc'dy/) = 0. 
Da nun irgend zwei durch jene Differentialgleichung verbun- 
dene Rurvenschaaren die Oberfläche, auf welcher sie gezeich- 
net sind , in ebene Kurvenvierecke zerlegen , so kann man sie 
Facettelinien nennen, und da eine von den beiden Trans- 
versalschaaren willkfirlich angenommen werden kann , so mag 
die eine die Facettelinienschaar der anderen heissen. 

Monge bedient sich in seiner Abhandlung : De F Integration 
des Equations aux difßrences partielles etc. *) eines Systems von 
Kurven, die er Traj e ctori<|jH|tennt, und folgendermassen ent- 
stehen lässt. Ist irgend eineiBfrvenschaar auf einer Oberfläche 
gegeben, und man legt an zwei unendlich nahe Individuen der 
Schaar eine sie beide berührende Tangentialebene, so ist die 
Verbindungslinie der Berührungspunkte ein Element eines In- 
dividuums des Trajectoriensystems. Diese individuelle Kurve 
wird dann fortgesetzt, indem man die Berührungsebene so 
lange um die zweite Kurve dreht, bis sie die dritte berührt. 



*) AppHcaUonde l' Analyse ä la G^om^tfie. 



g. 64 . XII. Ueber gewisse Kurvensy steine auf Oberflächen. 123 

Die Verbindungslinie der Berührungspunkte auf der zweiten 
und dritten Kurve ist das zweite Element der Trajectorie, 
u. s. f. Ich werde nun zeigen, dass diese von Monge unter 
dem Namen Trajectorien beschriebenen Kurven identisch sind 
mit den Facettelinien. 

Die Neigungstangenten eines Elements einer Kurve des 
gegebenen Systems seien a und b und filr eine der ersten be- 
nachbarte Kurve seien sie a^, 6^; diejenigen der Normale an 
die Berührungsebene beider Kurven seien w,, n^, und die Pro- 
jectionen der Verbindungslinie : d^x^ d^y, dyZ, Dann hat man : 

n^a -f-Wjft -f-1 =0, 

n^a^ + njb^ -f- 4 = 0, 

n^d^x + n^djy -f- d^Ä = . 

Durch Elimination von n^ und /»^ ^^^ diesen Gleichungen folgt : 

d^xdj)^d^yd^a^d^z (ad, 6 — 6d,a) = d,6), 

wo ttj — a =s d^a^ b^^b^s^ dfi gesetzt ist. 

Ausserdem ist : 

pa + 5'& = 1 , 

wo p^ q sich auf den Berührungspunkt in der ersten, p^, q^ auf 
den in der zweiten Kurve beziehen. Setzen wir noch : 

p,-p^d,p, q.-q^d^q, 
so folgt aus diesen beiden Gleichungen : 

ad^p + bd^q ^-pd^a -f- qd^b = 0. 
Soll die Verbindungslinie das Element einer Facetteluiie sein, 
so muss : 

pd^a-^qd^b 
verschwinden. In diesen Ausdruck den aus der Gleichung dfi) 
gezogenen Werth : 

substituirt, wird er : 

und da die Klammer offenbar zweiter Ordnung ist, nähert 
sich der Term pd^a-k-qd^b schneller der Null als der Term 
adiP'V'bdiq^ so dass der letztere für sich verschwindet. Mithin 
ist der angekündigte Beweis geführt. 

Schliesslich noch folgende Bemerkung über die »Facetti- 
rung« der Oberflachen. Nimmt man die Abstftnde der Kurven 
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K^ Kiy K2, .... der einen Schaar sehr klein aber endlich an, 
und legt durch diese Schaar eine Facettelinie, welche die Kur- 
ven Ky Kiy Kftj .... in den Punkten ^, ^1, ^, .... schneiden 
mag; legt dann eine Ebene durch die Punkte $, ^i, welche 
die Kurven K, K^ in einer endlichen aber kleinen Entfernung 
von den Punkten ^, ^1 in den Punkten %\ ^^ schneidet; 
lemer eine Ebene durch die Punkte ^i, ^, ^1', welche die 
Kurven Äi, K% in den Punkten ^i', ^^ schneidet; femer eine 
Ebene durch ^2, ^a» ^2'; u. s. f., so entsteht eine neue poly- 
gonale Facettelinie: ^', *iß'i, ^iß'», die mit einer wirklichen 

Facettelinie der Schaar Ä', K^ ... verschmilzt, wenn man alle 
endlich gedachten Abstände verschwinden lässt. Man kann 
nun fortfahren, neue polygonale Facettelinien ^", ^1", ... etc. 
zu construiren, die immer mehr von den durch die DiflTeren- 
tialgleichung bestimmten abweichen- werden. Die stetige 
Oberfläche wird so angesehen werden können, als die Grenze 
einer polyedrischen aus endlichen ebenen Vierecken zu- 
sammengesetzten Oberfläche. 

Man kann aber auch auf andere Weise die Oberfläche aus 
endlichen Facetten zusammensetzen. Denkt man sich nämlich 
auf der Oberfläche beide Kurvenschaaren, die gegebene und 
ihre Facetteschaar, in endlichen aber kleinen Abständen ge- 
zeichnet, und legt durch drei Eckpunkte eines von ihnen gebil- 
deten Vierecks eine Ebene, so wird diese nicht durch den vierten 
Eckpunkt gehen. Legt man nun noch eine Ebene durch den vier- 
ten Eckpunkt, welche die erstere in der diesem Punkt gegenttber- 
liegenden Diagonale schneidet, so bilden beide Ebenen, denkt 
man sie sich durch die Diagonale begrenzt, eine »gebrochene 
Facette«, d.h. das Kurvenviereck zerfällt in zwei ebene Drei- 
ecke. Jedes von den FacellBhaaren gebildete Viereck kann 
so durch eine gebrochene Facette ersetzt werden, und so ent- 
steht an Stelle der stetigen Oberfläche eine polyedrische aus 
Dreiecken zusammengesetzt, indessen in der Weise, dass die 
Ebenen der zu einer gebrochenen Facette gehörigen Dreiecke 
einen Winkel höherer Ordnung mit einander bilden , als die zu 
zwei benachbarten Facetten gehörigen Dreiecke. 

Bei der ersteren Gonstruction polyedrischer Oberflächen 
waren mithin die Facetten als eben angenommen, dagegen 
summirten sich die Abweichungen der polygonalen von den 
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stetigen Facettelinien von Facette zu Facette. Bei der letzte- 
ren Construction findet eine gleichförmige Vertheilung der Ab- 
weichung statt. 

§.62. 
Facettelinien der Integrälcharakteristiken. 

I. Bei den linearen Differentialgleichungen. Die 
Facettelinien der Charakteristiken der letzteren bilden in je- 
dem Punkte des Raums einen Kßgel , den man folgendermassen 
construiren kann. Die Charakteristiken bilden in diesem Falle 
eine räumliche Kurvenschaar, die man als Durchschnittslinien 
von zwei Oberflächenschaaren ansehen kann. Legt man nun 
an den Punkt ^ einer Charakteristik C eine Bertihrungsebene, 
so wird diese irgend eine andere benachbarte Charakteristik Ci 
ebenfalls berühren und zwar im Punkt ^. Die Berührungsebene 
drehen wir nun ein wenig um den Punkt ^ und um die Tangente 
an die erste Charakteristik C in diesem Punkt. In ihrer neuen 
Lage wird sie eine dritte Charakteristik C^ im Punkt ^^ berüh- 
ren. Fährt man nun fort, die Berührungsebene zu drehen, so 
wird sie immer neue Charakteristiken berühren und der Ort 
der Verbindungslinien ^*ißi, ^%%i ^^^i e^c. wird eine Kegel- 
fläche sein, die ihre Spitze im Punkt ^ hat , und welche wir 
den Facettekegel nennen wollen. Ihr Gesetz kann folgender- 
massen gefunden werden. Differenziren wir die Gleichung : 

-4p + -Bg = 1 
längs einer Facettelinie der Charakteristiken, so folgt : 

jodi^ -f- qd^B -f- Adi!p -f- Bd^q^ = 0, 



d^A = ^- d,(r -f- -mtA^y -h ^-rfi 



wo 

^*^= "5^ ^*^ -^ "Sir "^'^ "*• "5F^^^- 

Aber wegen 

dipdx -h diqdy = 

verschwindet Adip-^Bd^q^ und man hat : 

pdfA^-qd^B^sO. 

p und q kann man mit Hülfe der partiellen Differentialgleichung 

und der Gleichung pd^x -h qd^y =: eliminiren und statt der ^ /^ 

Differentiale die Neigungstangenten einführen. Man erhält dann 

endlich als Gleichung des Facettekegels : 
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Ist daher die Gleichung F = linear, so wird ihr Nonnalenke- 
gel eine Ebene, der Polarkegel ist das Loth an diese Ebene und 
der Facettekegel ist zweiten Grades. 

II. Wenn die Gleichung Fs=0 nicht linear ist. 
Jedem Strahl des Polarkegels entspricht hier nur ein Facette- 
linienelement, so dass diese ebenfalls in jedem Punkte einen 
Kegel bilden, wie sich gleich ergeben wird. Differenziren wir 
die Gleichung F mit dem Zeichen d^, so folgt: 

XdtX -¥- Yd^y + Zd^z -f- Pd^p -h Qd^q = 0, 
wegen d^pda: -h diqdy ^ verschwindet Pd^^p-^Qd^q und man 

hat: 

Xd^x -h Yd^y + Zd^z = 0. 

Hier wieder die Neigungstangenten statt der Differentiale ein- 
geführt, liefert die Elimination von p und q aus dieser Glei- 
chung und den Gleichungen F=0, pxj 'k- qyi ^=^ \ die Glei- 
chung : 

W[x,y,z, oji', yi')=0 
einer Kegelfläche, in der wir die Kegelfläche des §. 43 wieder- 
erkennen werden, und die wir auch dort schon den Facette- 
kegel genannt haben. Der Zusammenhang der Eigenschaften, 
die wir dort und so eben an ihm entdeckten, wird sich bald 
aufklären. 

Bemerkung. Horizontale Charakteristiken und Facette- 
linien. Wird die Funktion F so zusammengesetzt angenommen, 
dass die Grösse Pp + Qq verschwindet, so folgt aus den Glei- 
chungen der Integralcharaktenstiken : 

[Pp -f- Iffft^ — Pdz 
etc., 
dassdsrsssO, d. h. die Charakteristik verläuft horizontal (der 
xy Ebene parallel). Die Differentialgleichung F = hat dann 
die Form p = y (a?, y, z) q, und die Integraloberflächen dieser 
Gleichung schneiden sich allerdings horizontal. Aus 
Xd^x + Ydiy -i- ZdiZ == 0, d^z == pd^x + qdty 

folgt : 

(Xg-yp) djcc -f- (F+gZ) di« = 0, 

(Xq^Yp) d,y - [X^pZ) d,z « 0, 
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daher werden für Xq-^Yp^O die Facettelinien horizontal. 
Die Form der Gleichung Fs= 0, welche dieser Bedingung ent- 
spricht, ist: 

xp'¥'yq = q>{z,p, q), 
eine Differentialgleichung, deren Integration mit Hülfe der Le- 
GBNDRE'schen Substitution oder auch auf andere Weise sich 
leicht bewerkstelligen lässt. 

III. Facettelinien der Integraloberflächen der 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung. Diese Integraloberflächen haben zwei Schaaren von 
Charakteristiken. Es entsteht die Frage, wann dieselben zu 
einander Facettelinien sind. Eliminirt man aus der Gleichung 
der Facettelinien : 

rdxdiX + s [dxd^y -h d^xdy) -h tdydiy = 
und den Gleichungen (§. 23) : 

2 Rd^y « (S - |/S*-4Är) d^x, 
die Diflerentiale, so folgt : 

Är + Sy + r^=0 
und das Integral dieser Gleichung, gleich Null gesetzt, ist : 

P [x, y, ^, P, 9, -f, T") =0. 

Es ergiebt sich also, dass die Contactcharakteristi- 
ken der partiellen Differentialgleichungen zwei- 
ter Ordnung dann Facettelinien sind, wenn die 
Differentialgleichung nur die Verhältnisse der Dif- 
ferentialquotienten enthält. 



1l 



§• 

Zusammenhang der CharakterüBken und Krümmungslinien. 



Die Facettelinien gehen , wenn man neben ihrer Differen- 
tialgleichung die Bedingung dafür, dass ihre beiden Schaaren 
orthogonal sind : 

dxdiX -H dyd^y + dzd^z s 
aufstellt, in die Krümmungslinien über. 

I. Fragt man daher, wie die Gleichung F (öc, y, js, p, g) == 
beschaffen sein muss, damit die Facettelinien und die Cha- 
rakteristiken sich rechtwinklig schneiden, so erhält man die 
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Formen der Gleichung FssO, für welche die Charakteristiken 
der Integraloberflächen gleichzeitig ihre Krttmmungslinien sind. 
Es müssen erfüllt werden folgende Gleichungen : 

pcte-f- qdy^dz^ 
'pdyX + qd^y = d^z^ 
dxd^x -f- dyd^y -h dzd^z = , 
Pdy — (?(fcD=0, 
Xd^x -f- Ydjf -I- Zdjjs = 0. 
Aus diesen Gleichungen die Differentiale eliminirt, kommt : 

X\Q-^q (Pp-hQq) \-Y{P^p {Pp-hOq) \^^Z\pQ^qP\ = 0. 

Dieses ist eine partielle Differentialgleichung, der die Gleichung 
F genügen muss, wenn sie die angegebene Eigenschaft ha- 
ben soll. 

Die lineare Form der Gleichung F= genügt ihr zunächst 
nicht. Betrachten wir einige nicht lineare Formen. Gehen (r, y, z 
in F nicht ein, so erfüllt es offenbar jene Gleichung. Dann 
ist die Gleichung F {p, ?) =» auch diejenige der abwickelba- 
ren Oberflächen, deren gerade Erzeugungslinien ihre Krüm- 
mungslinien und, wie w ir wissen , gleichzeitig ihre Charakte- 
ristiken sind. In der allgemeineren Form : 

g> {p, q, z—xp-^yp] = 0, 

genügt ihr die Gleichung der Abwickelbaren ebenfalls. Enthält 

femer F nur eine von den Variabein cc, y, z so sind zwei Fälle 

zu unterscheiden, nämlich, wenn F z, oder wenn es x oder y 

enthält. 

Erstens, wenn F xundy nicht enthält, so muss es der 

Gleichung : 

pQ^qP=0 

genügen, d. h. es muss sein : 

Ein Integral mit zwei Constanten dieser Gleichung ist : 



/l 



dem man bei der Willkttrlichkeit der Funktion q) die Form : 

geben kann. 

Im zweiten Falle muss F z. B. der Gleichung: 

genügen oder es muss sein : 
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Die letztere Gleichung giebt integrirt : 

wo a und ß Integrationsconstanten bedeuten. . Setzen wir der 
Kürze halber: 



g){x] dx^Uj 
so muss demnach die Gleichung : 



fVg>{co] 



u 



y'a Ya-^i ' 

diejenige der Projection der Krümmungslinien der Oberfläche : 

sein. Aus dieser Gleichung findet man : 

p.= YäU\ g= Ya^K, r^YaV", s==0, i=^0 
und die Gleichung der Projection der Krümmungslinien liefert : 

Diese Werthe von p, g, r, 5, t, y in die allgemeine Gleichung 
der Krümmungslinien : 

eingesetzt, wird sie identisch erfüllt. 

Dieselbe Operation kann man mit jedem anderen Integral 
mit zwei Constanten der vorstehenden Differentialgleichimgen 
vornehmen, und ihr Sinn ist eben der, dass jede durch die In- 
tegralcharakteristiken gelegte Oberfläche , wenn sie eine Inte- 
graloberfläche der betreffenden Differentialgleichungen ist, die 
Integralcharakteristiken gleichzeitig zu Krümmungslinien hat. 
Ich werde es, als dem Gegenstande dieser Untersuchung zu 
fem liegend, unterlassen, den aä||iemeineren Fall zu betrachten, 
wo F vier oder alle fünf Variabein enthält , ohne indessen zu 
glauben, dass er erhebliche Schwierigkeiten darbietet. 

n. Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Sollen zwei Kurvenschaaren, deren Differentiale mit d und 
d, bezeichnet werden , Facettelinien sein , so wissen wir , dass 
diese Differentiale die Grleichung : 

rdxd^x -f- s [dxd^y + d^xdy) -h tdyd^yss 
erfüllen müssen. Sollen die beiden Schaaren orthogonal sein, 
so muss noch die Gleichung : 

P. DO Boii-Bbymono, Beiträge. 9 
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stattfinden. Dies Beides sind demnach die Gleichungen der 
Krümmungslinien. Sollen die Charakteristiken der Gleichung 
F (x, t/, J5, p, g, r, 5, ^) = Facettelinien sein, so muss F dei^ 
Gleichung : 

sollen sie orthogonal sein, muss F der Gleichung : 

Ä ( 1 -h/) -h Sp ? -h r ( 1 -fr. 9*) = 
genügen. Das Integral der letzteren Gleichung ist: 

F [x, y, z, p, q, r— A5, «— A,5) = 0, 

wo A = ^^, X, = ^^^. Es muss also die Gleichung F = ö 
gleichzeitig auf die vorstehende Form und auf die Form 

P («, y, ^» Pj ?> 7", -jr) =0 
gebracht werden können : eine Anforderung, der auf die all- 
gemeinste Weise Genüge geschieht durch die Annahme, dass 

F eine willkürliche Funktion von - — r— ist. Daher 

r — A5-hi// (x, j/, z, Pj q) {V-^} =^ 
die einzige Form von F=0 ist, welche beiden Bedingungen dafür, 
dass die Charakteristiken Krümmungslinien seien, gleichzeitig 
genügt*) . 



*} Wenn man aus den beiden Gleichungen der Krümmungslinien i. B. 

f* t 

die Differentiale d^x, dy eliminirt, und« t-= a,s — j- = 6 setzt, w folgt 

A A^ 

die Differentialgleichung der Krümmungslinien in folgender Form : 

adx^ + dxdy {b—a) + bdy^ = 0. 
Aus dieser Gleichung und der Gleichung Rdy* — Sdxdy + Tdx^ =± die Dif- 
ferentiale eliminirt, erhält man eW allgemeinere Bedingung dafür, dass 
die Charakteristiken Krümmungslinien sein, nämlich diese : 

ÄV + S*a6+ r«6*+ ÄSa(6-a) + Sr6(6-a) +Är[(6-a)*-2a6] =0. 
Allgemeiner ist diese Bedingung deshalb, weil, damit sie erfüllt werde, nur 
die eine Schaar der Contactcharakteristiken Krümmungslinienschaar zu 
sein braucht, während beide Schaaren Contactcharakterisfiken der im 
Texte entwickelten Form von F=sO 

r-As+i//(a?, y, s, p, q) {x,s-^t}=^Q 
Krümmungslinien sind. 
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XIII. Construetion der Integraloberflächen aus 

Facetten. 

§. 64. 

Plan einer übersichtlichen Bezeiohniingsweise der Ecken und 
Kanten einer polyedrischen Oberfläche und darauf 
« bezügliche Formeln. 

Die beiden Systeme polygonaler Facettelinien bilden auf 
der Oberfläche die Ecken und Kanten der Facetten. Die Art, 
wie wir die Ecken und Facetten bezeichnen wollen, veran- 
schaulicht folgendes Tableau : 

{X, y, z) («', y\ z') («", y", z") {x"\ y% z'") 



E E' 



E'' 



I E, I E,' I E,- I 





E. 


E.' 




E," 


. ' 


?. 


• 


*.' 


?•" %'" 


• ■ • 


• • 


(Vi»»'.»iO 


■ W,»,'\»»") (»S'", ».'", «3'") 



In diesem Tableau bezeichnen die Grössen E die Facetten, 
gleichviel ob eben oder gebrochen (§. 61). Die ^ bezeich- 
nen die Ecken der polyedrischen Oberfläche und die darunter- 
stehenden fe , y , ^ ) deren Coordinaten. 

m m m 

Um sofort auf die spätere lünwendung dieses Algorithmus 
Bezug zu nehmen, werde ich festsetzen, ' dass die Reihenfolge ; 

einer Integralcharakteristik und die Reihenfolge : 

^ ,$ ,^ , etc., 

deren Facettelinie angehören solle, und die letzteren Kurven 
wollen wir dann schlechtweg Facettelinien nennen. 

Alle auf den Punkt $ bezüglichen Grössen sollen die 

m 

9* 
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nämlichen Indices erhalten wie er selbst und zwar auf ^fol- 
gende Weise. 

Zunächst seien — p , —5 die Neigungstangenten der 

m fn 

(ti\ 

Normale an die Facette E . 

m 

Ferner: vom Punkt $ gelangt man zum Punkt $ 

m fw 4- 1 

auf dem Element ds einer Charakteristik; die Projectionen 

m 

voncfe seien: dx , dy** , dz , und die Neigungstangenten 
voncfe werden mit a und 6 bezeichnet. 

»» mm 

Vom Punkt ^ " gelangt man zum Punkt ^ * auf dem 

m M 

Elemente,« einer Facettelinie, dessen Projectionen mit a^jr , 
d.y j d.z und dessen Neigungstangenten mit u , v zu 

mm Kj n^ Kj mm 

bezeichnen sind. 

Endlich sei d^s mit den Projectionen d^x , d^y , dg^ 

yn m m n 

die Diagonale, welche die Punkte $ und $ . verbindet. 
Analog soll : 

(«) («) (n) («+t) (n) ,/(n) (n+i) (n) («) 

w + iwi mm m mm + i m m 

gesetzt werden. Für g gilt dieselbe Bezeichnungsweise, u.s.f. 
Die Projectionen der Strahlen ds_ , d^s^ , d^s und über- 



m m m 



haupt alle Differenzen genügen Gleichungen von der Form : 

. («) , («) , («) 

m m m 

etc., 
du -fr-d|P =02» 

m M m 

etc., 
die wir unter dem Symbol : 

c{+dj=d2 
zusammengefasst haben (§. 60) . 

Unter der Annahme, die Facetten E seien Ebenen, oder 

m 

der Winkel, welchen ihre Bruchflächen bilden, sei verschwin- 
dend gegen den Winkel zweier Facejten gegen einander, findet 

man für drei aneinanderstossende Facetten E , E . E 

m m 4> t m 

folgende Gleichungen : 
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in) 



m 



V d,x +ö dAj = dz 

m in + i m m + i 'm + i 

(n) (n+i) (n) (n + i) (n+i)| 

p cte -hg dy = djs 

ü a.cc -f-ö a,t/ =a.a ... E 

w + i m + 1 m + i m + t m + i m + i 



y 



(n+i) • (n + i) (n+i) (n+i) (n + «) «(«+») 

J9 00? -hg cty = djs ... JFm 

m m M fvt m 

Aus der ersten Gleichung E ) und E ) folgt : 

dp d.x -hdq d/u =0. 
Aus der zweiten Gleichung E \ und E * ) ergiebt sich : 

m / m / 

o-p ox -^d.q dy =0 

m m m tn 

und diese Relationen liefern schliesslich die folgenden : 

(n+i) (n) 



m _ "-in 



a = (n+T) 






m 

(n+i) , (n) 



j(-*)^^« -^^K 



dz'""^'^ 



a^a? ag 



U : 

m+i 



d^z [p dg ) 

m + i \ m m / 



.,W __ *^m + i ^m 

m + i 



o-Ä I p dg ) 

m + i \ m m / 

Endlich wollen wir mit t^ den Winkel der Facetten 
J^ , E gegen einander bezeichnen, sowie den der Facet- 

ten -E " und E mit T/^ , und wollen diese Winkel Contin- 

m m + i 'm 

genzwinkel nennen. 

Es wird von Nutzen sein, diese Winkel v durch die Grös- 
sen dpy dq ausdrucken zu können. Die negativen Neigungstan- 
genten der Normalen zweier Ebenen , die den Winkel t ein- 
schliessen, seien: 

Pj g und P4=sp-h dp, g^^g + dg 
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und es seien : 

_ dg , dp 

^- (pdq)' ^- [vdq] 

die Neigungstangenten der Schnittlinien der beiden Ebenen. 

Dann findet man : 

iV sin Tax [pdq) t), 

wo 

Von der Wurzelgrösse N können wir aussagen , dass sie 
endlich bleibt, wenn dfp und dg^ verschwinden, somit leuchtet 
ein, dass % von der Ordnung dp^ dq ist, eine Bemerkung, von 
der wir später Gebrauch machen werden. 

§. 65. 

Geometrische Herleitung der Differentialgleichuiigexi der 

Integrälcharakteristiken. 

Wir werden annehmen, dass die Punkte $, $j, ^2 ••• ^*® 
Eckpunkte einer polygonalen Charakteristik sind, unter Cha- 
rakteristik hier jede Kurve verstanden , deren Gleichungen die 
Gleichung <Z) = erfüllen. Die Facette E ist dann zunächst 
eine Tangentialebene an den für den Punkt ^ als Spitze con- 
struirteu Kegel <Z)s=0 im Strahl ds. Die Facette E^ ist die Tan- 
gentialebene an den Kegel <P, = mit der Spitze ^^, und der 
Strahl d^s^ ist die Schnittlinie der Tangentialebenen E und E^, 
Für irgend einen Punkt ^/ des Strahls d^s^ als Spitze con- 
struiren wir den Polarkegel <P/ = 0. Wir werden wieder aus 
Gründen, die sich bald ergeben werden, annehmen, er werde 
von der Facette E^ geschnitten. Dann legen wir eine Tangen- 
tialebene an den Kegel 0^ = in einem der geschnittenen 
Strahlen. Diese Tangentialebene liefert die Facette E^'. Dies 
vorausgeschickt, wollen wir die Lage der Facetten analytisch 
bestimmen. Zunächst giebt ^^=0 entwickelt: 

== Pdp -f. Orf^f + Xdflc + Fdy + Zdjs ^ ^2 Fj, 
wenn man mit 2^ die Summe der Glieder der Entwickelung 
von der nten Ordnung aufwärts bezeichnet. F/»0 giebt ent- 
^ckelt : 

xr: PdjgP -h 0^2? + -^^2^ -*- ^<^ + ^^^ •+• -Sli F/ 

und, die erste Entwickelung von der zweiten abgezogen, folgt: 

= Pd^p^ + Qd^q^ '^Xd^x^ -H Ydff^ -h Zd^z^ -f- 2^F^' — ^2^v 
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Von dem Theil Pd^p^-^Qd^q^ kann gezeigt werden, dass er 
1^ weiter Ordnung ist. Weil nämlich der Strahl 4s ^' mit den 
Neigungstangenten a/, 6/ zum Kegel <P/=xO gehört, so gilt 
für ihn die Gleichung : 

^iV-(?iV«0. 
Andererseits ist aber {§. 64) 

woraus folgt : 

PidtPi + Qid.q, = 
und dies giebt entwickelt : 

= Pd,p, + Od,q, + d,p, 2,?/ - d,q, 2, Q^ . 
Somit wird die obige Differenz der Entwicklungen : 

= i/ + R, 
wo 

M=Xd^x^ -h Yd^y^-hZd^z^ 
und 

R^2^F,' 'hS^F.^d.p.S,?^' •hd.q.SJ.Qj 

ist. Das Aggregat M können wir umformen, indem wir die 
Formeln für u* = -r^, Va == 3^ benutzen. Man erhält : 

^=-^^\iX'^PZ)dq- {Y+qZ)dp 

In der deichung J/-h/l = kommen nun ausser M, das 
erster Ordnung ist, nur noch Terme von der ^jweiten Ord- 
nung aufwärts vor. Sehen wir ab von den Tennen dritter und 
höherer Ordnung, so ist der Term zweiter Ordnung aus den 
zweiten Dimensionen der Grössen : 

dx, dy, dz, dp, dq\ d^x^, d^y^, d^z^, d^p^, d^q^ 
zusammengesetzt. Geht man zur Grenze über, unter der Vor- 
aussetzung, dass alle diese Differenzen gleicher Ordnung sind, 

« 

so folgt : 

oder 

{X -^pZ) rf? - (F-h 9Z) dp = 

und dies ist genau die Gleichung C^ des §. 30, welche die Rolle 

der Bedtngungsgleichung der Integralcharakteristiken spielt, 

da man ausser ihr nur noch die allgemeinen Gleichungen der 

Charakteristiken : 

F=:0, 

Pcfy— QcteaBO, 
pdxH- qdy^azdz 



^^ 
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hat. Dann ist aber die Richtung des Strahls dst nicht willkür- 
lich , sondern sie ist, wie diejenige aller übrigen Strahlen ds^^ 
eine vollkommen bestimmte. 

Umgekehrt, soll die Charakteristik keine Integralcharakte- 
ristik sein, soll vielmehr die Richtung des Strahls cfei eine be- 
liebige und daher if nicht gleich Null sein, so können jene Dif- 
ferenzen nicht zur selben Ordnung gehören, nicht gleichzeitig 
verschwinden. Die Ordnung der Differenzen 

dr, dy, dz, dp, dq; d^x^, d^yi, diZi 
haben wir vollkommen in unserer Gewalt, und wenn sie an- 
ders zur Construction einer Oberfläche aus Parallelogrammen 
mit Seiten gleicher Ordnung dienen sollen, so müssen sie von 
derselben Ordnung sein. Es können also nur dj)^ und diQi von 
anderer Ordnung sein, und zwar müssen sie die Quadrat- 
wurzel aus den Grössen dz und diZi enthalten, wenn wir z als 
Argument ansehen. Da nun der Gontingenzwinkel r^ von der 
Ordnung dipt, diq^ ist, so erhellt, dass er nicht von der Ord- 
nung der Grösse diZi, die von der Ordnung seines. Rogens ist, 
sein kann. Reim Uebergang zur Grenze wird man daher keine 
endlich gekrümmte Fläche erhalten, da der Gontingenzwinkel 
langsamer abnimmt als diZi, und zwar im Verhältniss von 
y diZi zu diZ± oder von 1 zu]/ diZi, mithin unendlich viel lang- 
samer. Die Krümmung wird daher unendlich gross sein, es 
wird eine Rückkehrkante entstehen. Es bleibt nun 
noch übrig, die geometrischen Gründe dieses Verhaltens aufzu- 
suchen, wozu die Kegeltheorie die Mittel bietet. 

§. 66. 
Ueber Btreifsohnitte an Kegeln. 

Wir denken uns um die Spitze $ [x, y, z) des Polarke- 
gels <P = eine Kugel von sehr kleinem Halbmesser q con- 
struirt, und für irgend einen Punkt $i der Kugeloberfläche als 
Spitze sei ebenfalls der Polarkegel construirt. Der Radius 
$^1 s=^, der die Spitzen beider Kegel, des »Centralkegels« $ 
und des »Oberflächenkegels« ^^, verbindet, mag die Neigungs- 
tangenten u und V haben. Nun legen wir durch die Linie ^^i 
Rerührungsebenen an die Kegel ^ und ^i. Diese werden 
einen kleinen Winkel % einschliessen. Ich werde zunächst den 
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Winkel % analytisch ausdrücken. Es seien p, q^ p-^-dp, q^-dq 
die negativen Neigimgstangenten der Normalen an die beiden 
Berührungsebenen, so ist: 

udp -h vdq = 0, 
und die Entwicklung von Fi = giebt : 

=r M-h Pdp -H Qdq + ^^F*, 
wo wir dem früheren analog : 

gesetzt haben. Aus diesen Gleichungen dp^ dq bestimmt und 
in die Gleichung t) (§. 64] eingesetzt, folgt: 

Qu—Pv 
Wir wollen nun dies Ergebniss discutiren. Voran muss 
geschickt werden, dass der Winkel % für gewisse Gegenden 
der Kugeloberfläche keinen Sinn hat. Unter der Annahme, der 
Regel <P = sei geschlossen und habe die im §. 6 vorausge- 
setzte Gestalt , darf man ofienbar den Punkt ^i nicht in die 
Directrix des Kegels <P = treten lassen , denn hier wird 
Pv--QussO^ da dann die Linie ^^i ein Polarkegelstrahl ist. 
Innerhalb der Directrix hat der Winkel t vollends keinen Sinn 
mehr. Der Strahl ^$i muss also zum Strahlenbüschel 
der Integralkurven (§. 7) gehören, soll der Winkel t 
einen Sinn haben. Der Winkel t ist nun für alle Punkte 
^1 der Kugel erster Ordnung mit Ausnahme derjenigen, für 

welche 

Jlf=0 

ist. Hier wird er zweiter Ordnung. Für diese Punkte hat man 

demnach die Gleichungen : 

pu-hqv^i \j 
F=0, 
aus denen durch Elimination von p und q die Gleichung : 

W [x, y, z, w, v) = 
des Facettekegels folgt, die wir schon aus §. 62 kennen. 

Die Directrix dieses Kegels auf der Kugeloberfläche trennt 
mithin, allgemein zu reden, die Kugeloberfläche in Gebiete, für 
die T positiv und solche, für die t negativ iat, wenn man posi- 
tiv z. B. den Winkel r nennt, sobald die Berührungsebene an 
den Kegel $ den Kegel $i schneidet, negativ, sobald sie daran 
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vorbeigeht. Diese Betrachtung ergiebt also Folgendes. Legen 
wir durch die Spitze ^ eines Polarkegels ein^i Facettestrahl, 
und construiren für alle Punkte dieses Strahls als Spitzen die 
Polarkegel, so können wir durch den Facettekegelstrahl eine 
Ebene legen, welche diese Polarfcegel sämmtlich berührt, odef 
mit deren Berühmng^ebenen- einen WiidLel einschliesst, der 
höherer Ordnung ist, als die Entfernung ihrer Spitzen vom 
Punkte %, • 

Vergegenwärtigen wir uns noch einmal den Centralkegel 
und den Kegel ^i auf der Kugeloberfläche , und nehmen wir 
an, *^^i sei kein Strahl des Fac^ttekegels und ausserdem 
schneide die durch ^^i an den Kegel ^ im Strahl ab gelegte 
Tangentialebene den Kegel ^i. Wird der Kegel ^i ohne Dre- 
hung so verschoben, dass seine Spitze in den Punkt ^ ftlUt, so 
sieht man, dass der, die Directrix des Kegels ^ im Punkt a, b 
der Kugeloberfläche berührende grösste Kreis die Bireetrix 
des Kegels ^i in zwei Punkten a^, bi und Og, 6» schneidet, 
welche vom Punkt ab um einen Winkel abstehen, der niederer 
Ordnung ist als die Linie ^^, weil die geringst e Ent fernung 
der Directrix ^t vom Punkt ab von' der Ordnung ^^i ist. Es 
wird daher auch der Winkel, welchen eine Tangentialebene an 
einen der Strahlen Oi, 61 ; 02, 6« oder an einen diesen benach- 
barten Strahl des Kegels ^1 mit der Tangentialebene an den Kegel 
^ im Strahl a b bildet, niederer Ordnung sein. Wir werden also 
zu einer von den Strahlen a, 6; *^^i; «i, 61 oder Oj, 62 oder 
einem den letzteren sehr nahen Strahl begrenzten Facette, keine 
darauf folgende construiren können, die den Kegel ^^ berührt, 
und gleichzeitig mit der ersten . Facette einen Winkel von der 
Ordnung ^^1 einschliesst. Nur wenn der Punkt ^1 im Fa- 
cettekegel liegt, wird der Winkel der Strahlen a^bi und Ojft« 
von der Ordnung ^^^ sein, die geringste Winkelentfernung 
der Directrix des Kegels ^1 vom Punkt a, b auf der Kugelober- 
fläche dagegen wird zweiter Ordnung in Bezug auf ^^1, und 
nun ist die Möglichkeit eröffnet, fortgesetzt Facetten zu construi- 
ren, wie ich dies in der Folge zeigen werde. 

Zunächst aber will ich, von der Gleichung 

fl) (flc, y, Ä, a, 6) =aF 
^!*^ ausgehend, zeigen, dass Oi — a, ^d^a^ bi — bt^d^b von der 
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Ordnung V^^^i oder der Projectionen diX, d^y^ d^z dieser Li- 
nie werden. Aehnlich wie im §. 65 erhalten wir aus : 

Sl(w-a)+©(t/-6)=:0, 

a[(w-a0+©(t;-6i)=0 
und der Eni Wickelung : 

jsninächst : 
und daher 
wo 

aÄ=Xw+gü+3 

ist. Die Form der Entwickelung ^^O^ gestattet zu setzen: 
0=SIKdi«4-^idiÄ^+/y8diÄc4a+/y8c4(i*+yid!iJ5'+yadiÄ*d,o 

+ y»di jsdi a* + y4da' -*- e tc . , 
indem man sich d^h durch d^a mit Hülfe der Gleichung 

2Wia+S3di6 = 
ausgedrückt vorstellt. Diese Entwickelung giebt, wenn man 
sie umkehrt, eine solche von der Form : 

d^a = Qod^z^ + g^d^zi + g^diZ* + etc. , 
wo 



etc. =etc.^ 
Wie man sieht, wird die inverse Reihenentwicklung unbrauch- 
bar für üßs oder r = 0. Dann ist aber wegen : 

. = ßidiZ^ + ßjtdizda + ßgdia^ -f- etc. , 
d^a von der Ordnung d^z und man muss setzen : 

diu = gi'diz "h g^'diZ + g^'d^z^ + etc., 
wo beispielsweise : 

ist. 

Da nun für SD^sO diO von der Ordnung d^z wird, so ist 
die Bedingung 90t ssO der früheren ifasO äquivalent und 
-die Gleichung SD^sO, die wir im §. 43 kennen gelernt haben 
ist wirklich die Gleichung desjenigen Facettekegels, wel- 
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eben im §. 62 die Formel M=0 ergab, eine Beziehung, zu der 
man auch analytisch sehr leicht gelangt. Denn man findet 
<{> s durch Elimination von p und q aus den Gleichungen : 

F=0, 

P6 — Qa = 0, 

pa-h qb=^\, 
und F = aus O durch Elimination von a und b aus den Glei- 
chungen : 

a)=o, 

%-% = 0, 

pa-k- qb =s \. 

Durch totale Differentiation ergiebt sich : 

XdiX + Yd^y + Zd^z + Pd^p + Od^g = 0, 

XdiX + 3)diy + 3dii5 + 9ldia+ ©rfift «= 0, 

pdiü-^qdtb -^adip + 6^1^ = 0. 

Setzt man nun Xdia?+ Fdiy-»-Zd!iJ5=0, so folgt Pdip-hQd^q=sO 

und es ist wegen P6 — Qa = gleichzeitig : 

adip + 6dig = 0, 
daher 

/)dia + 5'di6 = 0, 

wodurch man dann, wegen ^q — JBp = 0, 

Xd^x ■+- 2)diy + ^diz =s 
erhält. 

§. 67. 

Construction einer polyedrisohen Oberfläche, die sich beim 
Uebergang zur Grenze an eine Integraloberfläche 

ansehliesst. 

Bisher haben wir uns bei der Untersuchung der Integral- 
oberflächen der Gleichung F=0 nur der Polarkegel Q)=0 be- 
dient. Im letzten Kapitel sind wir mit einem neuen Kegel, dem 
Facettekegel ^=0, und seiner geometrischen Bedeutung hin- 
länglich bekannt geworden, um nun einsehen zu können, dass 
er ein ebenso wichtiges Element der Cons^ruction von Inte- 
graloberflächen, wie der Polarkegel ist; was übrigens schon 
daraus erhellt, dass er zur Definition der Formveränderung des 
Polarkegels durch den Raum unentbehrlich ist. 

Wir denken uns in Zukunft für jeden Punkt des Raumes 
als Spitze die beiden Kegel <D=0 und ^=0 gleichzeitig con- 
struirt. 
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Um eine polyedrische Integraloberfläche zu erhalten, be- 
ginnen wir damit , irgend eine polygonale Facettelinie zu con- 
struiren, deren Ecken mit % ^', *^" ... zu bezeichnen sind, 
und deren Elemente : 



Strahlen der für die Punkte ^, ^', "iß", ... als Spitzen con- 
struirten Facettekegel ^F, 'P', V, . . . sind. Nun legen wir an den 
Polarkegel durch den Strahl d^s eine Tangentialebene, des- 
gleichen eine solche durch den Strahl d^s' an den Kegel 0\ 
u. s. f. Diese Tangentialebenen mögen die Kegel <D, <D', <P", 
etc. in den Strahlen a, 6; a', b' etc. ; berühren. Auf dem Strahl 
o, b schneiden wir die Länge cfe = ^^i ab, construiren für den 
Punkt *^i den Kegel V^ , von dem ein Strahl di^i den Strahl 
a'j b' im Punkt ^^ treffen, und davon die Länge *^'*^i'=5cte' 
abschneiden wird. Die vier Strahlen: 

dSy diSy ds\ diSi 
begrenzen dann die erste gebrochene Facette E: gebrochen, 
weil die vier Punkte ^, ^', ^^ ^i nicht in einer Ebene liegen. 
Aber, und darauf kommt es hier allein an, die beiden Dreiecke : 
^^%^' und J%'%^\ aus denen d ie Fa cette zusammenge- 
setzt ist, und die, in der Diagonale *^i*^' aneinanderstossen, 
bilden einen Winkel mit einander, der zweiter Ordnung ist in 
Bezug auf die Länge der Strahlen tfe, diS, etc. 

Es wird nun sehr leicht sein, die folgenden Facetten 
^, ^", etc. zu construiren. Vom Punkt "ißi'aus ziehen wir den 
Strahl des Kegels 'Fi', der den Strahl a"6" und zwar im Punkt 
. $/' trifft. Dann sind die Ecken der zweiten Facette E' : 

Ebenso ist die dritte Facette E" zu construiren, u. s. f. So 
entsteht die erste Facettenreihe E, E\ E!' ; welche an der einen 
Seite von der ersten polygonalen Facettelinie *^, *^', "iß", ... 
begrenzt wird. Diese Facettenreihe bestimmt eine zweite po- 
lygonale Facettelinie : 

%, %% ^.", .... 

durch die sie eben von der anderen Seite begrenzt wird und 
deren Elemente wir so eben construirt haben. 

Genau wie die Reihe JE', E\ E" ... zur polygonalen Facet- 
telinie *^, ^', "iß", ... lässt sich eine neue Reihe : 
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zur Facettelinie ^i, *^i', *^i" .... construiren. Dann eine dritte 
Reihe £'», E^\ E%\ ... u. s. f. So schliesst sich Reihe an 
Reihe und es entsteht die polyedrische Oberfläche, die nunmehr 
allen Bedingungen entspricht , welche erfüllt sein müssen, d»^ 
mit sie beim Grenzübergang stetig werde : Die Contingenzwin- 
kel %c und %f sind von der Ordnung der Strahlen d& und d^s^ 
und die Bruchflächen, aus denen die Facetten bestehen, bil- 
den Winkel zweiter Ordnung. 

So ist denn die Aufgabe, die Integraloberflächen der Glei- 
chung F=sO geometrisch zu construiren, vollständig gelöst, und 
zwar ist die Lösung ganz allgemein deshalb , weil die so eben 
construirte Integraloberfläche eine willkürliche Funktion ent- 
hält, nämlich die eine Projection der ersten polygonalen Fa- 
cettelinie *^, ^', *^", ... durch welche die ganze polyedrische 
Oberfläche bestimmt wurde, bis auf die für das Ergebniss des 
Grenzübergangs irrelevante Willkürlichkeit der Länge der 
Strahlen cb, diS^ d^s, etc. Genau genommen ist also willkür- 
lich geblieben : 

\) die Richtung der einen Projection und die Länge 

der Strahlen : 

diSy diS'j diS , rfis"', 

2) die Länge, aber nicht die Richtung der Strahlen: 

(tSj as^^ ^^ij ^*^sj .... 
An diese Construction knüpfen sich zunächst noch einige 
Bemerkungen. 

§. 68. 
Zusätse zum vx>rigen g. 

l. Um den Theil: J^^^^^^' der Facette £*, zu construiren, 
bedarf es also offienbar der beiden Strahlen d^s und d^s'. Denn 
der Strahl d^s bestimmt den Strahl cb, der Strahl d^s' bestimmt 
den Strahl ds'; beide Strahlen ds und ds' bestimmen, wenn 
man über die Länge von ds verfügt hat, den Strahl d^s^ und 
dieser den Strahl cb,. mithin das Dreieck ^i^j^^i'- Diese 
Ueberlegung verallgemeinert, folgt, dass das Dreieck : 

bestimmt wird durch^die Strahlen 

rfj5, d^s\ d^s\ d^s(^), 
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und es ist klar, dass mit diesem Dreieck gleichzeitig bestimmt 
ist das ganze dreieckige Stück polyedrischer Oberfläche, wel- 
ches liegt zwischen 

\) der polygonalen Integralcharakteristik : 

% ^., ^„ ... ^«+„ 

2) der polygonalen Facettelinie : 

^, r, r, ^(•"+*\ 

3) der polygonalen Diagonalkurve : 
und welches wir mit : 

bezeichnen wollen. Dies ist jedoch nur eine Eigenthümlichkeit 
unserer Construction, da wir aus den Betrachtungen des Capi- 
tels XI entnehmen können, dass ein Stück Kurve alle diejeni- 
gen Integralstreifen ihrer ganzen Länge nach bestimmt, welche 
durch dasselbe hindurchgehen. Diese Eigenthümlichkeit un- 
serer Construction besteht darin , dass sie die Terme zweiter 
Ordnung, welche beim Grenzübergang wegfallen, berücksich- 
tigt. Von ihnen hängt der Winkel der Bruchflächen einer Fa- 
cette gegen einander ab. 

II. Ebenso gut, wie wir die Integraloberfläche von einer 
Facettelinie aus construirt haben, hätten wir von einer belie- 
bigen polygonalen Kurve ausgehen können. Ich werde kurz 
angeben, wie. Zu der beliebigen als Diagonalkurve anzusehen- 
den Kurve : 

% ^t', '^z", *«'", •••• 
werden die Kegel : 

construirt, und durch den Strahl $^/ = d^s wird eine Tan- 
gentialebene an den Kegel <D, durch den Strahl $i'*?J2"°*^2^i' 
eine solche an den Kegel <2>/ gelegt, u. s. f. Die Kegel 
<D, Ö>/ . . . werden berührt in den Strahlen cfe, ds/ ds^' ... Zu 
diesen Strahlen sucht man die Endpunkte : 

von denen aus Strahlen: d^s^, d^ht d^h" ••• ^^^ Kegel: 

durch die Punkte *^, *^/, ^g", ... gehen. Die Punkte: 

bilden dann eine neue Diagonalkurve, zu welcher man eine 



/// 
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dritte nach demselben Verfahren findet, u. s. f. Nachträglich 
übersieht man leicht, dass z. B. die Punkte : 

%, *., %', ?a' 
eine Facette bilden, deren Bruchflächen : 

einen Winkel zweiter Ordnung einschliessen , worauf ich hier 
nicht weiter eingehen werde. 

III. Betrachten wir noch einmal die im vorigen §. con- 
struirte polyedrische Integraloberfläche. Wir können die Con- 
struction in der Weise modificiren, dass die Facetten eben sind, 
aber Vernachlässigungen von Grössen zweiter Ordnung bei der 
Gonstruction jeder Facette stattfinden. Legen wir an den Ke- 
gel durch den Strahl d^s eine Tangentialebene und be- 
zeichnen mit dps' die Projection des Strahls äs' (der zum Ke- 
gel 0' gehört) auf jene Tangentialebene so haben wir zu 
dem beregten Zweck die durch den Strahl d^s' an den Kegel 
0' ZU legende Tangentialebene, welche ihn im Strahl ck' be- 
rührt, nur soviel zu drehen, dass sie durch den Strahl d^' 
statt durch den Strahl ds' geht. Der Winkel, um den sie dann 
gedreht wurde, ist zweiter Ordnung. 

IV. Da die Längen von ck, ds^, ds2->.-wid d^s, d^s% d^«".... 
vollkommen unabhängig von einander sind, so ist es keines* 
wegs nöthig , den Grenzübergang gleichzeitig in Beziehung auf 
Beide stattfinden zu lassen. Sondern man kann z.B. zuerst ck, 
ckj, ^^2, ... verschwinden lassen, während d^s, d^s\ d^s", ... 
endliche Dimensionen behalten. Der Erfolg davon ist, dass man 
eine Oberfläche erhält, die aus Streifen von Abwickelbaren (hier 
die Integralstreifen) von endlicher Breite zusammengesetzt ist, 
ähnlich der Oberfläche einer Frucht, welche man mit einem 
Messer geschält hat. Die Streifen stossen unter Winkeln an 
einander, die dann einen zweiten Uebergang zur Grenze in Be- 
zug auf die Strahlen d^s, d^s', d^s'\ ... gestatten. 



§.69. 

Gonstruction der Integralcharakteristiken und der Integral- 
streifen. 

Zur Vervollständigung dieser Theorie bleibt uns noch 
übrig, die Gonstruction der Integralcharakteristiken und der 
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Integralstreifen anzugeben. Es wird damit die geometrisclie 
Interpretation der Gleichung Fs=0, soweit dies, ohne besondere 
Annahmen über ihre Form zu machen, möglich ist, zum Ab- 
schluss gelangen. 

Was die Integralcharakteristiken betrifft, so ist ihre Con- 
struction allerdings in derjenigen der vorigen §§. enthalten. 
Es ist indessen zweckmässig, sie unabhängig von der willkür- 
lichen Funktion auszuführen , um nachher bei Gelegenheit der 
Integralstreifen in die Elementarwirkung der willkürlichen 
Funktion eine bessere Einsicht zu gewinnen. 

Unter Vernachlässigung der Grössen zweiter Ordnung, 
welche längs der ganzen Integralcharakteristik von der will- 
kürlichen Funktion influirt werden, ist gemäss §. 65 die Inte- 
gralcharakteristik folgendermassen zu construiren. Für den 
Punkt $ construirt man den Kegel <2>, geht dann längs eines 
Strahls (a, b) des Kegels bis zum Punkt ^i, zu dem man die 
Kegel <i>i, Wi construirt. Die Tangentialebene an den Kegel <D 
im Strahl (a, b) mag den Kegel ?Fi im Strahl (t/i, Vi) schneiden. 
Nun legt man an den Kegel 0i eine Tangentialebene durch den 
Strahl (t^i, Vi), die den Kegel 0^ in einem gewissen Strahl 
(oi, bi) berühren wird. Dieser Strahl (ttj, 6i) ist dann die 
Fortsetzung der polygonalen Integralcharäkteristik , deren er- 
stes Element der Strahl (a, 6) war. Es wird dann für einen 
ferneren Punkt ^g auf dem Strahl (aj, 6i) die eben für ^i aus- 
geführte Construction wiederholt, wodurch man einen dritten 
Strahl (og, ft») erhält u. s. f. So entsteht die Integralcharak- 
teristik, und wir erkennen, dass für die Construction der 
Grenzcharakteristiken der Kegel ä) = ausreicht, dass hinge- 
gen für die Integralcharakteristiken ein neues Hülfsmittel der 
Construction erforderlich ist, nämlich der Kegel ¥^=0. Dies 
vorangeschickt, gehe ich zur Construction der Integralstreifen 
über. 

Für den Punkt ^ werden die Kegel <D, W construirt. An 
den Kegel wird eine Tangentialebene gelegt durch einen 
Strahl (w, v) des Kegels V, Für einen Punkt ^' des Strahls 
(w, v) werden die Kegel 0', V construirt und an den Kegel <Z>' 
eine Tangentialebene durch irgend einen Strahl {u\ v) des 
Kegels V gelegt. Die beiden Tangentialeben mögen die Kegel 
und 0' in den Strahlen (a, b) und {a% b') berühren. Dann 

P. Oü Bois-Bbtmond, Beiträge. \ 
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werden für einen Punkt $i auf dem Strahl (o, b) wieder die 
Kegel <Di, ^i construirt. Der Punkt, in welchem der Strahl 
(a\ b') vom Kegel 'fi geschnitten wird, heisse ^i', und nun 
bilden die Punkte ^, ^', ^i, ^i' eine gebrochene Facette. Wir 
construiren noch die Kegel 0^, W/ und nennen (t/i', Vi) den 
Strahl, in welchem die Tangentialebene an den Kegel <Z>' im 
Strahl (a', 6') den Kegel fF/ schneidet. Dann legen wir wie- 
der durch die Strahlen (1/4, Vi) und (u/, Vi') Berührungsebenen 
an die Kegel <Di und (P/. Die berührten Strahlen (oi, 61) und 
(a/, 61') sind alsdann die Fortsetzungen der Strahlen (a, 6), 
{a\ 6'), und so kann man die beiden Integralcharakteristiken 
fortsetzen, zwischen denen nunmehr, aus gebrochenen Fa- 
cetten zusammengesetzt, der Integralstreifen liegt. 

Wir sind jetzt im Stande zu übersehen, wie der Integral- 
streifen durch zwei aneinanderstossende Elemente der will- 
kürlichen Kurve, welche die Integraloberfläche individualisirt, 
bestimmt wird. 



^^ 



Es sei d^sss^^i' das eine Element und dgSi's^i'^Ä 
das zweite Element. Wir legen durch diS an den Kegel eine 
Tangentialebene, und suchen einen solchen Punkt ^i auf dem 
Strahl (a, 6), dass der Kegel W^ den Punkt ^1' enthalte. Dann 
ist die Lage der Tangentialebene an den Kegel 0i und mit ihr 
der Strahl (a/, 6/) dadurch bestimmt, dass sie durch den 
Strahl ^2^1' gehen muss. Die Tangentialebene an den Kegel 0i 
muss durch den Strahl ^1^1'= (i/j, Vi) gehen, und dies be- 
stimmt den Strahl (ai, bi) : somit ist der Integralstreifen be- 
stimmt. Ein Element diS bestimmt also eine Integralcharakte- 
ristik, zwei Elemente bestimmen deren zwei oder einen Inte- 
gralstreifen, und jedes folgende Element bestimmt je einen 
Integralstreifen. 



§. 70. 

Ueber eine Bedingung, der man die Integralkurven unterwerfen 

kann. 

Diese Betrachlungen führen uns nun einen Schritt weiter, als 
wir in den Cap. X und XI gelangt waren. Wir hatten gefunden, 
dass man durch alle Kurven K, K^^ ..., welche einen Punkt ^ 
passireu, und dort von einer den Kegel <Z> im Strahl (a, b) be— 
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rührenden Ebene ihrerseits berührt werden, Integraloberflächen 
legen könne, welche die vom Strahl (a, b) im Punkt ^ berührte 
Integralcharakteristik gemein Jiaben, und sich in dieser berüh- 
ren. Wir wollen nun zunächst die geometrische Bedingung 
dafür aufstellen, dass die Rückkehrkanten der durch 
die Kurven ÜT, üTi, ... gelegten Integraloberflächen 
sich in einem Punkt der gemeinsamen Integralcha- 
rakteristik schneiden. 

Diese Bedingung finden wir am bequemsten, indem wir 
auf die Construction des §. 67 zurückgehen. 

Die willkürliche Funktion war dort die eine Projection der 

Facettelinie 

«ß, r, r, etc. 
und ein Stück : 

derselben bestimmte den Integralstreifen : 

dessen Facetten E gebrochen sind. Unter Vernachlässigung 
der Terme zweiter Ordnung , die beim Grenzübergang ohnehin 
verschwinden, bestimmen aber nach §. 69 die beiden Facette- 
linienelemente 

den ganzen Integralstreifen E, E^^ .... ; sowie das fernere Ele- 
ment di5"=^"^'" noch den Integralstreifen £", E^\ £'«", .... 
bestimmt, u. s. f. Denkt man sich nun die Lage und Länge 
der Elemente d^s und d^s fest, so wird offenbar stets der näm- 
liche Integralstreifen an der Grenze erhalten werden, wie man 
auch über die Länge der Elemente von Integralcharakteristi- 
ken ds und ds verfügen mag, da ihre Lage, d. h. die Lage der 
Strahlen (a, 6) und (a', h'] durch die Elemente d^s und d^s^ ge- 
geben ist. 

Es. sind aber die Diagonalen : 

d^s ^'Wx und d^s, = C^' 
zwei successive Elemente einer durch den Punkt ^ gehenden 
Kurve JSTauf der Integraloberfläche. Mit der Länge des Strahls 
ds variirt die Lage von d^s^ mit der Länge von dsi variirt die 
Lage von d^s^ . Durch Variation von ds und ds^ werden wir 
mithin Tangente und Krümmung der Kurve K verändern, aber 
innerhalb solcher Grenzen, dass durch die Punkte ^ und $4' 

10* 
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der Kurve K immer die nämlichen Integralcharakteristiken ge- 
hen, dass mithin der an den Punkt $ anliegende Integralstrei- 
fen unverändert bleibt. 

Wenn nun alle Integraloberflächen, die durch verschie- 
dene Kurven K^ Ä^, ..., welche sich im Punkt ^ schnei- 
den, gelegt werden, nicht allein die durch *iß gehende Inte- 
gralcharakteristik, sondern auch den Integralstreifen, der an 
diese Charakteristik grenzt, gemein haben, so müssen sich 
nach Cap. XI. ihre Rückkehrkanten in dem nämlichen Punkte 
jener Integralcharakteristik schneiden. 

Die -geometrische Eigenschaft , welche die Kurven K im 
Punkt ^ besitzen müssen, um diese Bedingung zu erfüllen, is^ 
festgestellt: die Länge der Strahlen ds und ck^ muss so be- 
stimmt werden können, dass die Elemente der Kurven K Dia- 
gonalen der Facetten E und E^* bleiben. Es wird nun darauf 
ankommen, diese Bedingung analytisch zu formuliren. 

Ueber den Contact der Abwickelbaren. 

Wir wollen diese Untersuchung zunächst bei den Ab- 
wickelbaren durchführen. 

Die zu betrachtende Abwickelbare sei der Ort der Gera- 
den c, Ci, C2, 

Es werde c von Ci im Punkt tt, c^ von c« im Punkt tTi, 
Cg von Cfl im Punkt TTg, u. s. f. geschnitten. Wir legen durch 
die Geraden c, c^ ..; eine senkrechte Trajectorie, welche c im 
Pmikt *^, Ci im Punkt ^', u. s. w. schneidet; dann durch die 
Geraden c, Ci ... irgend eine andere Kurve, welche c im Punkt 
^, Ci im Punkt ^^ , c« im Punkt ^2", u. s. f. schneidet. Es 
mögen die Neigungstangenten von ^^', ^'^" u. s. w. (w, v), 
(u\ v'), u. s. w.; diejenigen von ^^1', ^7^7', u. s. w. [g^ h], 
(ffi ? ^1) ^- s. w. heissen. Endlich legen wir Kurven durch 
die Punkte %', "^2", --, parallel der Kurve ^, ^', ^", ... (un- 
ter parallelen Kurven auf einer Abwickelbaren solche ver- 
standen, von denen je zwei zwischen zwei Geraden c^, c^+i 
eingeschlossene Elemente parallel sind) . In Beziehung auf die 
DiflTerenzen und Projectionen der Elemente aller dieser Kur- 
ven gelten dann die bereits öfters benutzten Bezeichnungen. 
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Die Neigungstangenten der Geraden c^ mögen (a,», 6,^) und 
die Neigungstangenten der Normale an die Integralstreifen 
(c^, TT^, c^^.i) mögen — p^, — g^ heissen. 

Wir werden nun die Bedingungen dafür aufsuchen, dass 
die Kurven (w, v) und [g, h) einen, zwei, oder mehrere Inte- 
gralstreifen mit einander gemein haben. 

Fall I. Die Elemente (w, v) und ^, Ä) liegen auf dem 
Streifen (c, tt, Ci) . Dann müssen die Gleichungen : 

pu-^qv^si ' I 

erfüllt werden. 

Fall n. Die Elemente (w, v), [u, v'), (j, ä), (ji', Ai') lie- 
gen auf dem Streifen (c, 7t, - Ci), (ci, tTj, c,). Dann finden aus- 
ser den vorigen noch die Gleichungen : 

pu -i-qv =1, 

statt. Es folgt daraus : 

gdp -+- hdq -^pd^ + q'rfg* = *) , 
udp -f- vdq-^pd^u •+- qd^v == 0. 
Ausserdem erhält man durch Entwickelung von F'= : 

Pdp-^Qdq—(i. 
Aus den letzten drei Gleichungen dp und dq' eliminirt, folgt : 
[Pv) \pd^q -+- qdji>^ — (PÄ) {/?d,w + qd^v | =s .... -4 

wo ich Pv — Qu=:[Pv]\ Ph^Qg=,[Ph] gesetzt habe. Be- 
trachtet man die Gleichungen der Kurve (w, v)]als in der Form : 

u^(p[z), v^(p^[z), 
diejenigen der Kurve [g, h) als in der Form : 

g^xp[z), h^%p,[z] 
gegeben, so ist 

und es wird: 

(PyjGrfjjÄ— (Ph)Ud^z=:0 ... B, 

*) Ich gebe hier dem d vor p und q keinen Index, weil bei den Ab- 
wickelbaren 

d.p ^d^,dp:=i 0, 

^ d,q = d^q, dq =0, 

ist. 
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Wenn wir der Kürze halber pJ^'^9'j- = ^iP^'^Q^^ ^ 
setzen. Nun ist: 

Ferner hat man : 



d^z i= d^z -h dz . 



»= JT = 



dtZ d^z-¥dz 



I 1 



und wegen 



folgt hieraus : 



, dty_ vd^z-\-hdz\ 

d^z "" d^z-k-dz' ' 



0=5-5— -77-, 6 = 



Pp+Qq^ Pp+Qq 

Pp-hQq 



dz=:d,z[gv) ^p^^ , 

wo {gv)=gv—hu. Diesen Werth von dz' in d^z^diZ-t-dz 
substituirt, ergiebt sich : 

Somit geht B über in : 

{Pv)^G ^ [Ph^)U := ...II. 
Dies ist die Bedingung dafür, dass die der Gleichung F==0 ge- 
nügenden Abwickelbaren, welche man durch die Kurven (w, v) 
und [g, h) legt, die Geraden c und Ci, mithin den Punkt n ge- 
mein haben. 

Fall rn. Die Elemente (w, v), (w', v'), (w", v") ; (j, Ä), 
{5/) ^i')> (52") ^") liegen auf den Streifen: (c, tt, cJ, 

(Cj, TTj, Cg), (Cj, ^2> ^ai* 

Will man diesen Fall wie den vorigen durch Construction 
vom Punkt ^ aus behandeln, indem man successiv die geome- 
trischen Symbole durch analytische ersetzt, so nehmen die 
Formeln alsbald eine entmuthigende Prolixität an, weil man 
nun die Glieder zweiter Ordnung der Entwickelungen nach den 
Differentialen mit in den Calcul aufnehmen muss. 

Dagegen führt folgender indirecte Weg leichter zum Ziele. 
Setzen wir : • 

B= [Pv] \pd^g + qdji^ — [Ph] \pd^u + qd^v]^ =s 0, 
so hat man für den Punkt *^i' : 

2?/=(P'i;/)|p'd^/+9'd,A/} - [P\'){pd,u;^q'd,v^} =rO. 

Gehören die Grössen u^\ r/, diWi', d^v^' zu der auf den Gera- 
den c, Ci, Ca ... senkrechten Trajectorie, welche durch dec 
Punkt %' geht, so ist : 
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Vj Äl? , Vj SSV Cr^Vj =:rj — r^ =1? — -V srÖ^t? 

und es wird : 

Bilden wir jetzt die Differenz diB^^Bi—B, Es kommen 
darin folgende Typen von Differenzen vor : 

Diesen wollen wir ihre analytische Form ertheilen. Der Kürze 
halber setzen wir R = -y-, S= -v-t-, r= -5-^. Dann ist : 

P'-'-P^Rdp-hSdq = ^ [RQ-^SP) 
und aus Fall II kennen wir folgende Ausdrücke für -^ : 

Q "" (PÄ) "" (Ptt) • 

Man hat die Wahl eines von diesen Ausdrücken so zu treffen, 
dass die Schlussformel symmetrisch wird. 

Was femer die Differenzen u—u=:diU, Qi-^g^^d^g be- 
trifft, so wissen wir aus Fall II ebenfalls : 

und 

Endlich sind die Differenzen 

d^gj --d^g^d^d^g und d^u —d^u^^dtd^u 
zu transfonniren. Es ist : 

(kd^g—g^'—g^'— igi—g) ^g^'—^t-^g- 

Nun ist auch 

g^xp[z), gi'^^tpiz-hdftz), gi'^^tpiz'k-d^z-hd^Zi'), etc. 
Entwickelt man die rp und bildet jene Differenz, so folgt: 

Ebenso findet man : 

didiU = j^ didiZ + jp- {diz) *. 

Zwischen d^d^z und cidajs findet eine Relation statt. Zieht 

man '■^"'' 
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[Ph)d^z— {Pv)d,z^O 
von 

ab, so folgt : 

dg {Ph)d2Z'"di {Pv]d^z-\-[Ph)d^d^z-- [Pv)d^d^z^(S 
unter d^[Ph) und d\Pv) die Differenzen (P'Ai')— (PA) und 
[P'v] — (Pv) verstanden. 

Nun ist das Material vorbanden, um d^B zu bilden. Man 
erhält zunächst : 

dtB=di [Pv] (pc4j+?«^A|— c4(PA) jpdiW+grfit;}, 

+ [Pv] ldpckg+dqd,h+d,z' (p g. + 5 g) +d,rf.2(G) {, 

Vergleichen wir den Term : 

d^d^z [Pv] G-'d^d^z [Ph] U 
mit der so eben gefundenen Relation für d^d^z und d^id^z und 
mit der Gleichung II des Fall II, so finden v^ir, dass statt sei- 
ner geschrieben werden kann : 

-i[d,[Ph]d»z-d,{Pv)d,z](G 1^ + U jgj). 
Und hiermit in dzB zurückgegangen, folgt : 

d,B=i^^ G+ ^^u)[d,[Pv]d,z^d,[Ph]d^z^ 

+ {Pv) [dpd,g+dqd,h+d,z»(p + , g)] 

-(PA) [dpd,u+dqd,v+dy(p ^ + 5 ^)] = 0. 

Die weitere Transformation liegt nun auf der Hand : Man 
hat die Differentiale dp, dq^ d^u, d^v, dzQ, djt d^z auf die mehr- 
fach angegebene Weise auszudrücken, und findet nach den nö- 
thigen Reductionen endlich : 

Dies ist die Bedingung dafür, dass zwei der Gleichung F=0 
genügende Abwickelbaren, welche durch die Kurven .(w, v), 
[g^ h) gelegt sind, im Durch schnittspunkt der beiden Kmrven 
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die drei Geraden c, C|, Gg, mithin die Punkte ft und n:^ der 
Rückkehrkante gemein haben. 

Es hat kein Interesse , diese Bedingung für Berührungen 
höherer Ordnungen, als eben geschehen, aufzusuchen, da das 
Gesetz, nach welchem sie gebildet wird, kein einfaches zu 
sein scheint. Ich habe nur das Verfahren angeben wollen, 
nach dem man , wie ich glaube , am kürzesten zu den Bedin- 
gungen höherer Ordnung gelangt , weil dies far die partiellen 
Differentialgleichungen, welche a?, y, % enthalten, von Nutzen 
sein kann. Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dass, 
wenn Fall III stattfindet , gleichzeitig die Bedingimgen I, II, III 
erfüllt sein müssen. 



§. 72. 
Bemerkungen über Fall II. 

Sollen die durch die Kurven (w, v) und (j, h] gelegten 
Abwickelbaren die Geraden c und c^ und den Punkt n gemein 
haben, so müssen demnach stattfinden die Gleichungen : 

wo wieder l.^pgH.,|,G^p|H.,* ist. 

I. Die beiden Abwickelbaren werden sich dann längjS der 
Geraden c osculiren, da der Polarkegel tv (das Integralconoid in 
diesem Falle) die eine, wie die andere osculirt. Findet noch 
die Gleichung III des vorigen §. statt, so ist die Berührung der 
Abwickelbaren dritter Ordnung, u. s. f. Ferner kann man 
aussagen von zwei Abwickelbaren, die beide der Gleichung 
F=sO genügen,' und einen Punkt der Rückkehrkanten mit der 
ihn treffenden Charakteristik gemein haben, dass ihre Rück- 
kehrkanten sich in diesem Punkt beiUhren , denn sie haben in 
diesem Punkt die Tangente gemein. Wenn die Abwickelbaren 
2wei Geraden gemein haben, so müssen die Rückkehrkanten 
eine Berührmig zweiter Ordnung eingehen, denn sie habe« 
2wei I^Mieeiiten genK^in, u. s. f. 

Hi^enkt man sich irgend zwei Kurvenschaaren auf einer 
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Abwickelbaren gezeiehuet, so müssen deren Elemente in je- 
dem Punkt die Bedingungen I, II, III, etc. erfüllen. Es seien 
wieder die Bedingungen I : 

F(p, 9)=0, 

pg-hqh^i. 
Ich werde die Differentialquotienten in der Richtung der einen 
Schaar nicht weiter kennzeichnen. In der Richtung der anderen 
Schaar wird der Index \ an das d gehängt werden. Die Bedin- 
gungen I geben dann differenzirt : 

Wir sehen, dass aus diesen Gleichungen die Differentialquo- 
tienten von p nicht eliminirt werden können. Die Elimination 
wird aber möglich, wenn man über dz und d^z so verfügt, dass 
die Gleichungen : 

S ^^ = Jl ^t^ ^^®^ ^P == ^*P' 
-ßdz=T^ d.z oder dp = d.q 

stattfinden, wie dies die Natur der Abwickelbaren gestattet. 
Die Ermittelimg der Werthe von dz und d^z geschah im vori- 
gen §. (Fall II.) 

Wir werden im nächsten §. diese Betrachtimg auf die par- 
tiellen Differentialgleichungen mit allen Variabein ausdehnen. 
Differenzirt man nämlich im Sinne der beiden Kurven (m, v) 
und {g, h] die Gleichungen : 

P [^1 y, ^1 p, q) = 0, 

pw + ^v = 1 , 
pg^qh=\, 

so wird man wieder' die Differentiale von p und q nicht elimi- 
niren können. Um dies möglich zu machen , sind zwischen dp 
und djp, dq und d^q Relationen aufzustellen, wie sie die Diffe — 
rentialgleichung zulässt. : v- 
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§. 73. 

Die Bedingung für die Osoulation zweier Integraloberfläehen der 

Gleichung ¥ [x, y, z, p, q] =0. 

Um diese Bedingung zu formuliren, werden wir die Fa- 
cetten E^ E^, E', E^ brauchen. Es ist überflüssig, die Facet- 
ten als gebrochen anzusehen, da wir beim Grenzübergang 
Grössen zweiter Ordnung vernachlässigen. 

Bezeichnen wir die Neigungstangenten des Strahls ^^/ 
oder d^s mit [g^ h] ; folglich diejenigen des Strahls ^7W^ ^^®^ 
dgSj' mit 5'j', A/ ; so wollen wir zunächst die Aufgabe behan- 
deln^eren Zusammenhang mit den Neigungstangenten (w, v] , 
[u\ v) der Facettelinienelemente d,s und d^s' zu ermitteln. Ich 
beginne damit, die Formeln, deren wir bedürfen, zusammen- 
zustellen. Es ist 

dgss d^ -i-d' . 

d^x=d^x-{-dx ) ' 
etc. J 



oder z. B. 



Femer : 



d^x ud^z+a'dz ud^z+adz' 

^ d^z d^z+dz' di_z+dz' 

, d^ vd^z+h'dz' vd^z+hdz' 

d,Ä d^z+dz' d^z-¥dz' 



2) 



unter Vernachlässigung der Terme zweiter Ordnung. Ausser- 
dem gelten für die Facette E die Constructionsformeln : 

pw + q^v = 1 3) 

pg-hqh^r^i 4) 

pa + 56 = i 5) 

a und 6 die Neigungstangenten des Strahls ^^^ oder ds. Aus 
3) 4) 5) folgt beiläufig bemerkt: (j— w) (6— ä)— (ä— v) (a— ^)=0. 
Die Facetten E' und E^' liefern die Formeln : 

pu H- qv =:\ 6) 

pu^-i- qv^=\ 7) 

Endlich gehören noch hierher die auf die verschiedenen Ecken 
zu beziehenden Formeln : 

F=0, Xw+Fv+Z=0, P6-Oa=0 \ 

M Pd.P'hQd^q^O, i ^' 

Dies^RlIas Material, welches wir brauchen. 
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Gleichung 4) von 9) abgezogen, folgt wegen \) : 
pd^g-^qd^h'i'gidjp'i'dp) -i-hid^q-^dq') »0 L 
Es kommt zunächst darauf an, in diesem Ausdruck dp' und dq 
zu ersetzen durch Grössen, die sich nur auf die Facetten E und 
E' und beziehen. Aus 3), 10) und \\) folgt: 

Die erste von der zweiten dieser Gleichungen abgezogen, 

kommt : 

dpw+djf'vsO W) 

Ferner ist : 

F/-/^P(dj)+dp)+0(d,9+d9')+d23(Xj+yÄ+/) =0" 12). 
Mit Hülfe von \ \ ) und \ 2) kann man dp und dq' aus I entfer- 
nen, und erhält: 

+^2^ [hu] (Xj+ FÄ+Z) =0. IL 

wo, wie im §. 71 Fall II, die Neigungstangenten w, v; g^ h als 
Funktionen von z gegeben angenommen sind, und 

/ du . dv\ . .. dp . dq 

gesetzt worden ist. Für d^z findet man, ganz wie §. 71 Fall U 
gezeigt wurde, aus 2) und wegen der bekannten Werthe von 
a und 6 den Ausdruck : 

und dies in II eingesetzt kommt : ,;^^j 

(Pt;)2G-(PÄ)'^c7-(Äw)2(PX+(?y)-»-^[P(v--Ä)-(?(w--s)]==o in. 

Die Symmetrie ist dadurch hergestellt, dass ich den für sich 
verschwindenden Term — (Äw)(PÄ)(Xw+ri;-4-Z) hinzuaddirt 
habe. 

Gleichung III ist nun die gesuchte Bedingung. Will man 
sie in der Form haben, dass die beiden sich schneidenden Kur- 
ven beliebige seien, und die eine nicht etwa eine Facettelinie, 
so hat man die Gleichung III einmal für die Neigimgstangenten 
j, h der einen Kurve , dann für diejenigen y, x der anderen 
Kurve aufzustellen, und aus beiden so erhaltenen Gleichungen 
17, w, V zu eliminiren. Man findet : 

0=jP(X+pZ) + O(F+gZ)j[(PA)*r-(Px)«G] 

+ (PÄ)'^(XyH.yx+Z) - (Px)*(Xj+F/n.Z) 
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wo Fssp^ -I- g _^. Die Elimination von u und v geschieht mit 
Hülfe der Formeln : 

Y-hqZ X+pZ 

t/=r— ■ — 1? =r =— - 

aus denen folgt : 

[hu) [Xq^ Yp) -hXg-^ Yh-hZ = 0, 
[Pv) [Xq^Yp] =P(X+pZ) -hQ{Y-hqZ) . 
Es ist leicht, die obigen Formeln in Grenzfällen zu bestätigen. 
Die Gleichung III wird identisch erfüllt, erstens, wenn die Dia- 
gonalkurve [g, h) mit der Facettelinie zusammenfällt. Man sieht 
dies auf den ersten Blick. Dann, wenn die Kurve {g^ h) mit 
der Charakteristik (a, b) zusammenfällt. Man hat nur a und 6 

statt g und A, femer a^ "*" ^ 5^ statt p t^ "•• ? 7" ^^ setzen imd 

die bekannten Gleichungen der Charakteristiken zu benutzen, 
um sich davon zu tiberzeugen. Endlich erhält man ÜI aus IV 
zurück, wenn man u und v statt y und x schreibt. 

Wir können demnach folgenden Satz aussprechen : 
Wenn durch einen Punkt ^ zwei Kurven gehen, 
deren Neigungstang.enten g, h und y, x als Funktio- 
nen von z gegeben sind, so findet eine Berührung 
zweiter Ordnung statt zwischen den Integralober- 
flächen der Gleichung F [x, j/, 55, p, q) =0, die man 
durch diese Kurven legt, und zwar findet diese Be- 
rührung statt längs der Charakteristik, die mit den 
Neigungstangenten a, b durch den Punkt ^ geht; 
wenn \) zwischen den Neigungstangenten a, 6; g^ h; 
^, x; p, q die Beziehungen: 

^ («, y, ^iP, ?)=o, 
P6— Qa=:0, 
pa-»-?6 = 1, 

py4-?x = 4, 
gelten, und 2) die Differentialquotienten der Nei- 

gungstangenten g, Ä; y, x, namlich g, ^; ^, -die 

Gleichung IV für den Punkt $ erfüllen. 

||M| haben die beiden Integraloberflächen ausserdem in 
4er (|H|||iieristik , die den Ort ihrer Osculation bildet, einen 
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Punkt der Rückkehrkanie und die beiden sich dort schneiden- 
den Tangenten derselben gemein. Im übrigen gelten die im 
vorigen §. über den Contaet der Abwickelbaren gemachten 
Bemerkungen hier unverändert. 

Die Aufsuchung der allgemeineren Formeln für den Con- 
taet der Integraloberflächen dürfte, ihrer Weitläufigkeit wegen, 
kaum lohnend sein. Das geometrische Princip, welches ihr zu 
Grunde liegen musste, ist folgendes. 

Wenn man die Strahlen : 

dSj ds^J ds2, dSf^ 

variirt, während die Strahlen : 

d^s, d^s'^ d^s\ djsW 

unverändert bleiben , so werden die durch die verschiedenen 
so entstandenen Diagonalkurven : 

ZU legenden Integraloberflächen längs der Charakteristik (a, h] 
eine Berührung von der (n+1)sten Ordnung eingehen. Wird 
n unendlich, so hat man die geometrische Bedingung dafür, 
dass verschiedene Kurven auf einer Integraloberfläche liegen. 



§.74. 
Eine andere Deutung der Formeln der vorigen §§. 

Die Eigenthümlichkeit dieser Gattung Untersuchungen be- 
steht darin, dass man aus der Form der Differentialglei- 
chung möglichst viel allgemeine Eigenschaften des Inte- 
grals herauszulesen sucht. Und in diesem Sinne wird es 
vielleicht nicht überflüssig sein , den Formeln der vorigen §§. 
noch eine andere Deutung zu geben. 

Wir wissen , dass ein Element einer Kurve eine Integral- 
charakteristik bestimmt, zwei aufeinanderfolgende Elemente 
einen Integralstreifen , u. s. f. (§. 69). So bestimmt ein end- 
liches Stück willkürlicher Kurve einen endlich breiten Strei- 
fen Integraloberfläche, der eingeschlossen ist zwischen de 
Integralcharakteristiken, welche vom ersten und vora letzteiÄ 
Element des willkürlichen Kurvenstücks bestimmt^wejrden 



Dieser Streifen ist unterbrochen von der RückkehHHb \mcd 



h^Hb 
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man kann idso sagen , dass das willktirliche Kurvenstück ein 
viereckiges Oberflächenstück bestimmt, eingeschlossen zwi- 
schen der ersten und letzten Charakteristik der Rückkehrkante 
und der willkürlichen Kufve selbst. (Die Rückkehrkante be- 
stimmt dann allerdings die Fortsetzung der Oberfläche ; darauf 
soll hier aber keine Rücksicht genommen werden). Das 
Stück willkürlicher Kurve bestimmt mithin ein 
endliches Stück Rückkehrkante. 

Es erstrecke sich die willkürliche Kurve K vom Punkt ^ 
zum Punkt ^' und das durch sie bestimmte Stück Rückkehr- 
kante vom Punkt ^^^ zum Punkt ^/, so dass die Punkte ^ und 
, ^j auf der einen, die Punkte $' und $/ auf der anderen Be- 
grenzungscharakteristik liegen. Variirt man nun die Kurve K 
ein wenig, so dass sie werde K-häK, so wird die Gestalt der 
Integraloberfläche innerhalb des ganzen Gebiets $*^i^'$'i 
varifren und die Grenzen werden auch variiren. Wir können 
aber mit Hülfe der Formeln der vorigen §§. die Variation äK 
so einrichten, dass 1) die Begrenzungscharakteristiken und 
längs derselben die Grössen x, «/, z, p, q, r, s, t ... (bis zu 
einer beliebigen Ordnung der Differentialquotienten) von der 
Variation unberührt bleiben, 2) die variirte Rückkehrkante 
nach wie vor durch die Punkte ^^ und $/ gehe und dort mit 
der ursprünglichen einen Contact beliebiger Ordnung habe. 

Man braucht nur statt der Kurve (y, x) die Kurve [g-häg, 
h-^öh] in die Formel IV einzuführen, und sie wird offenbar die 
Bedingung dafür , dass die variirte Integraloberfläche die ur- 
sprüngliche längs einer Charakteristik osculire. Man hat also 
in Formel W g-hög statt y, h-höh statt x zu setzenj wobei dann 
unter Vernachlässigung der Terme zweiter Ordnung folgt : 

(j[(i>Ä)-*{Gr+xj-»-rÄ+zj] = o, V. 

Wo die Variation ö sich nur auf die Grössen j, ä, ^, -r- er- 
streckt, mithin die Grösse r=P {X-hpZ) -¥- Q [Y-hqZ) unberührt 
lässt. Diese Variation führt natürlich auf Formel IV zurück, 
wenn man sie integrirt : 

[Ph] -^^TG-hXg-^Yh-hZ] = constans 

und ^MjjConstante dadurch bestimmt , dass man das Integral 
auf M^Widere Kurve (/, x) bezieht. Dann folgt : 
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und diese Gleichung ist mit IV identisch. 

Wenn also die Variationen der l^urve K oder {g, h) in den 
Punkten ^ und ^' der Gleichung ^^^nügen, so variiren die 
vier Eckpunkte ^, ^', ^j, '^Z des durch die Kurve JT bestimm- 
ten Flächensttickes nicht, und die Rückkehrkanten tangiren 
sich in den Punkten ^^ und ^/, u. s. f. 

§.75. 
Ueber die willkürliche Funktion in der Integraloberflaohe. 

Ich verweise für die nachfolgende Erörterung auf die voll- 
ständige Construction einer polyedrischen Integraloberfläche, 
wie sie im §.67 mitgetheilt worden ist, und werde anneh- 
men, dass die Construction sich an eine vollkommen willkür- 
liche Kurve anlehnt. Diese willkürliche Kurve bestimmt die 
Integraloberfläche bis auf die Längen ck, ck^, cb^ ..., die kei- 
nen Einfluss auf das Ergebniss des Uebergangs zur Grenze ha- 
ben. Um analytisch scharf hervorzuheben, welche Elemente 
der Construction willkürlich sind , erinnere ich daran , dass in 
Bezug auf die Charakteristiken die Gleichungen : 

_ P 

stattfinden, so dass, wenn p und q für den Strahl ds gegebet^ 
sind, daraus a imd 6 und da und db folgen, wodurch der Strah"^ 
(fej ebenfalls bestimmt ist. Für irgend eine andere Kurven-^ 
schaar auf der Integraloberfläche haben wir erstens die Glei — 
chimgen : 

pd^x-^qd^y^d^z 

Pd^pH-Qd^q-hXd^x-hYd^y-hZd^z = 0. 
Dazu können wir noch zwei Gleichungen : 

d^p = Xd^z 
d^q Ä AjdjÄ 




♦. 
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lehmen^^und zwar die eine ganz nach Belieben, weil eiae 
•jection der Kurvenschaar willkürlich ist. Damit die Kur- 
ischaar auf einer Integraloberfläche liegen könne , wird die 
lere nicht ganz willkl||*lich sein, sondern es wird eine Be- 
gungsgleichung zwischen den X stattfinden. Um diese zu 
alten, eliminiren wir aus den Gleichungen (§. 60) : 

dy = bdz d^y =i?d|j5 dy-hd^y ssd^ 
dp = cdz dj> = wd^z dz +d|j5 ss d^ 

dp H-dj) SÄ djp , 

L denen die erste Colümne den hitegralcharakteristiken, die 
eite der in Rede stehenden Kurvenschaar, die dritte den 
gonalkurven beider angehören mag, die Differentiale mit 
1 Zeichen d und d^. Dies giebt ausser der Gleichimg : 

d^z =: pd^x -{- qd^ 
folgende : 

doP = r— doX -4- T" dnU. 

also 

cv—bw aw—cu 
-— = r, r- = s 

so ist die gesuchte Bedingungsgleichung : 

d /cv— 6t«\ _d_ /ati;— ct«\ 

dyyav-hu) dx \av—buj 

Her folgt jaoch aus diesen beiden Relationen identisch : 

ar-hbssssc 

wr-4-vs=tü, 
dass, setzt man : 

dx 5är " Sp" 

öe de de 

SjT d» ^ dp 
1 bestimmt aus der Gleichimg ar -4-65=0, die Gleichung 
^vs=w eine Bestimmung für die Grössen u, v, w liefert, 
Iche sonst nur noch die Gleichimg pu-^qvssi zu erfüllen 
)en, daher, wie schon hervorgehoben, eine von ihnen ganz 
Ikürlich bleibt. 
Indem ich nun die allgemeinen Betrachtungen über die 
lg F=0 und deren Integraloberflächen schliesse, be- 

M-Bbtmond, Beiträge. 4 4 
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merke ich , dass ich von der mitgetheilten Interpretation An- 
wendung machen werde bei Behandlung der Gleichung : 

wo sie sich von Nutzen erweisen wird: Die Eigenthümlichkeit 
dieser Gleichimg, welche ihre Behandlung erleichtert, ist, dass 
ihr Facettekegel eine Ebene ist und zwar die Tangentialebene 
an die Oberfläche: tp (x, y, z) = constans. 

Es folgt hier noch als Anhang ein Beitrag zur Theorie der 
LsGENBRE^schen Substitution, in welchem ich sie unter einem 
allgemeineren Gesichtspunkt, wie bisher geschehen, zu be- 
handeln glaube. 



*: 



^ «- 



* * 



Beitrag nur allgemcuieii Thtwit der LE€fENDRB'sdbeii 

Snbstitiitlra« 

§. 75. 
Beispiel zur Substitation. 

Sie besteht darin, dass statt der Yariabeln x, y^ z drei 
eue ^, 17, ^ eingeführt werden, die mit den alten in folgender 
Beziehung stehen : 

7fj=:q 

t=xp'^yq—!s 



leraus folgt : 



xr" — 



^enn man sich ^ als Funktion von ^ und 1; denkt. 

Um ein Beispiel davon zu geben, wie diese Substitution 

xr Integration gewisser Differentialgleichungen blenützt wer- 

en kann, betrachten wir die Differentialgleichung , deren 

itegraloberflachen horizontale Fäcettelinien haben (§. 62, Be- 

lerkung) nämlich: 

ajp-l-yg = 9(Ä, p, q). 

lese geht durch die LEGENDRE^sche Substitution über in : 

^ H- 1^ = 9 (^-.|7r— 9?x, ^, 9?) 

Iso, nach ^Tt-k-ijn aufgelöst, in eine Gleichung von der Form : 

leren Integration von derjenigen der gewöhnlichen Differen- 
ialglefiSpingen : 

44* 
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abhängt. Man hat folglich die Differentialgleichung : 

aufzulösen, in der a eine Constante bedeutet. Ihr Integral sei 
Dann ist : 

X (I. C, f ) - » (f ) 

das Integral der Gleichung ^--Hi^x«^, und man hat zur Be- 
stimmung von p und q die Gleichungen : 

xpH-yq^q>(z,p, q) 

Die Werthe von p und q, welcl])^ aus diesen beiden Gleichungen . 
folgen, müssen die Integrabilitätsbedfngung erfüllen, und man 
kann daher das Integral der Gleichung flcp-*-y9 = y 
nicht durch Differentiation und Elimination aus 
demjenigen der Gleichung ^7t-h7jx^=tp ableiten, 
sondern es bedarf noch, hat man einmal die zusammengehöri- 
gen Werthe von p und q gefunden , der Auflösimg einer Diffe- 
rentialgleichung. Dass die beiden letzten Gleichungen die Be- 
dingung der Integrabilität erfiillen, ist leicht zu zeigen. Diffe- 
renzirt man beide nach x und nach y, so erhält man : ^ 

wo ich der Kürze halber statt p, öpp-4-yj— », — geschrieben 

habe : ^, ^, a. Aus diesen Gleichungen ;»• un^ t eliminirt, und 
die so gewonnenen Werthe von s vergli<sÄett,- folgt : J 

^ + 1^ (057+^9)' = 

eine Gleichung, die wegen der Differentialgleichung 
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identisch stattfindet. 

ZuA gegenwärtigen Beispiel ist zu bemerken, dass die In- 
tegration sich leichter ausführen lässt, wie folgt: Man erin- 
nere sich, dass die Gleichungen F{p, g, ocpH-yq-^z) =0 und 
p (p^ q) ^0 beide den Abwickelbaren angehören, dass mithin 

die Gleichung % Ipi i^+y?— ^j — ) = ^ (~) ®^°® Gleichung 

von Abwickelbaren ist. Nimmt man nun neben der Gleichung : 
ocp^yq^q> (ä, ;>, g) noch eine andere (p, g) = an, und 
fragt, welche Form ©haben müsse, damit die aus beiden Glei- 
chungen sich ergebenden Werthe von p imd q die Integrabi- 
litätsbedingung erfüllen, so ergiebt sich : 

0=g— ap=0, 
wo a eine Constante. Durch die lot^gratipn der Gleichung 
dz=:pdx-hqdy erhält man noch eine Cpnstante ß, so dass man 
auf diese Weise direkt zum vollständigen Integral dßr Glei- 
chung ajp+yg*=5P gelangt. 

§. 76. 
GeBohichtliche Bemerkungen zur LSaENDBIE'sohen fiub^titution. 

Die erste Spur dieser Substitutionsform finde ich in 
einer Abhandlung aus dem Jahre 1774 von Lagrange*), wo der 
Verfasser durch eisenthümliche Raisonnements Differential- 
1^ gleichungen, die durch die Lfi<i»in)j&]3-AMP£pE'sGhen Substitu- 
tionen direkt integrabel sind, auflösen lehrt. Die Substitution 
wurde zuerst i 767 von Legendre als solche bekannt gemacht 
(S. 49 Anm.). Monge schenkte dieser analytischen Form eben- 
falls Aufmerksamkeit. In demVerzeichniss seiner Abhandlungen 
findet sich eine**) aufgeführt, welche der geometrischen Be- 

*) Memoire sur les Integrales particuliires iet Equations differentielles 
{M€m. de BerUn 4 774). Dies ist eine der tiefsinnigsten und zugleich gra- 
ciösesten Abhandlungen, weiche je geschrieben worden. Auf anmuthigen, 
nicht auf dornenvoUen Pfaden führt sie den JLeser zur ^rkenntniss der 
überraschendsten Wahrheiten. 

**) Memoire ßur letMurfaces r4ciproquei. Mono« deßpirt diese Ober- 
flächen im Titel der Abhandlung : Es seien x, y, z die Coordinaten ^es 
Punktes einer gegebenen Oberfläche , so ist deren Reciproke der Ort der 
Punkte X fi, tf die mit den x, y, % dvrch die GleichuPgQO : ^^p^ n^qt 
C=^xp4mb^» verbunden sind. 



ft 
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deutung der fraglichen Substitution gewidmet ist. Nach Ghas- 
LES *) würde diese Abhandlung Monge's zu den Memoiren des 
Instituts vom Jahre i 808 gehören , wäre aber nicht Im Druck 
erschienen. In der c. Note, welche Ghasles der Theorie der 
reoiproken Oberflächen widmet, drückt er sein Bedauern darü- 
ber aus , dass die MoNGs'sche Abhandlung nicht bekannt ge- 
worden ist. Ich kann dem nur beipflichten, da in der That der 
Zusammenhang des Integrals der ursprünglichen und der trans- 
formirten Differentialgleichung im Falle der verallgemeinerten 
Substitution ein complicirter ist, und hier eine gute geome- 
trische Theorie sehr nützlich sein würde. 

Chasles fügt übrigens selbst allgemeinere Formen der 

LEGENDRE^schen Substitution seiner c. Note bei, die folgende 

z. B. : 

t i^i (px-hgy—g) 4- i4t— Ä^q—Ap 

^"" Dtipx-hqy—z) •¥ Dj^-^D^q-^Dp ' 

Die Werthe von rj und ^ folgen aus dem vorstehenden von f, 

. wenn man statt A^ A^, A^^ A^ respective JB, JB^, B^y B^ und 

C, Cj, Cg, Cg schreibt. Aus den Werthen von ^, ij, ^ erhält 

man dann leicht, wie weiter unten gezeigt werden wird, die- 

jenigen von-j|.=^, -j^^x. 



§.77. 
Eigenthümliohkeit der IiEOEHDBE'sohen Substltatlon« 

Wir nehmen an, die drei Variabein ^, i/, f seien mit den 
Yariabeln x^ y, z verbunden durch Gleichungen von der Form : 

?=9 (oj, y, z, />, q) 

f]=^q>^{x, y, z, p, q) 

Es ist dabei z^\s Funktion von x und y gedacht, aber als eine 
durchaus unbestimmte ; imd ebenso sehen wir f als eine Funk- 
tion von ^ imd rj an und wollen die Ausdrücke für die Differen- 

tialquotienten dieser Funktion : -v|-=^uiid -g— =>t aufsuchen- ^ 

*) Chasles, Geschichte der Geometrie, übers, von Sohi^^ S. 405, 
Note XXX. ^■' 



i 
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* 
Der Kürze halber bezeichnen wir den DiflTerentialquotien- 

ten einer Funktion y^ nach irgend einer Variabein i mit /^, und 

ausserdem setzen wir: 

Unter Benutzung dieser Bezeichnungen erhält man durch Diffe- 
rentiation der Gleichungen 1=9, ^=9Pi) ^=^2 ^^^^ ^ ^^^ V 
folgende Gleichungen : 

= (X' +Pr+ Qs)^ + (r +PS + Qt)^ 

i = (X,'+P,r+Q,s) ^ + iY,'+P,s+Q,t) ^ 

n^ (Ä,'+P,r+0,s) -^ + {Y^+P^s+Q^t) |f 
x= (X,'+P,r+Q,s)^ + (Y,'+P,r+Q,t) ^ 

und durch Elimination von -j|-, ->^, -j—, -j^ folgen zwei Glei- 
chungen von der Form : 

X (aftj - (a6,) = 
wo allgemein : 

+ t{X\Q^) + (rt-s'){P^QJ. 
Hier hat die eckige Klammer die gewöhnliche Bedeutung , die 
runde dagegen bedeutet wie bisher eine zweigliedrige Deter- 
minante, deren zweites Glied leicht zu ergänzen upd daher der 
Raumerspamiss wegen nicht hingeschrieben ist. Es werden 
also 7t und x Ausdrücke sein von der Form : 

in denen man die Werthe der a, /?, y leicht aus dem allgemei- 
nen Ausdruck für [a^^ 6,^) folgern kann. 

Die Eigehthümliclikeit der Substitution von LBGB!fDRE und 
der ihr ähnlichen von Amr^re und Chaslbs ist, dass die Werthe 
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= 9 (^» y^ ^1 Pj ?) \ 

= 9i (^» Vi ^» P» 9) 

"^Vzi^iyi «,p, 9) M- 



von 7t und x die Grössen r, 5, f nicht enthalten, wiewohl p und 
g in die Ausdrücke für |, i;, f eingehen. Bei diesen Substitu- 
tionen hat man also : 

^=9 (^^y, ^, p, g) 

^^rpA^iyj^iPy 9) 
Aber die Funktionen q> und i/; müssen so beschaffen sein, dass 

man aus den eben verzeichneten fünf Gleichungen x, y, z, p, q 

nicht eliminiren kann. Denn sonst würde die Abhängigkeit des 

^ von ^ und i; nicht eine beliebige sein können, man würde 

nicht neben den vorstehenden Substitutionen noch irgend eine 

Gleichung zwischen a?, y, j», p, g, mithin zwischen |, iy, ^, tt, x 

annehmen dürfen. 



§.78. 

Allgemeine Form der LEGfSNDBE'schen und AXPJBSE'sohen 

Substitution. 

Bezeichnet man die Operationen, welche irgend eine Funk- 
tion /* (^, y, «) in -^ + P I7 und 1^ + g -j^ verwandeln, mit 
Dg. und Dy , und setzt ausserdem : 

J^=z^ocp 

J^^z^-yq, 
so ist 

Da/f =0, DyJ =0 

Z)^,=0, DyJ,=^, c^./ 

Wird nun zunächst angenommen : m 

?=9P (P» 9»-^) 

^? = 9Pl{P» 97 ^ 

^-g>2(Py 9» ^)» 
wo die qi's übrigens beliebige Funktionen bezeichnen , so hat 

Mithin reduciren sich die Werthe von 7t und x, wie folgt r 









x= 
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Dies giebt ausgerechnet : 

V5p" ST J "*■ ^ (sT 5^ J -y(sF5^; 

V5F 5g y ^ ^ VST p j ~ y W p/ 

/d«^ öyA /d(/) dyA /dy dyA 

v5r srJ "*" "^ Ist 5^y ^^W^)' 

Die eben aufgestellten Werthe von ^, i;, ^, ^, x geben die all- 
gemeinste Form der LsGENDRE^schen Substitution. 

Die von Amp&re mitgetheilten Substitutionen sind folgende : 

l n 

Yerallgemeinem wir Substitution 1, indem wir setzen : 

wo die 5p's wieder beliebige Funktionen vorstellen , so sehen 
wir, dass, diese Werthe von ^, ry, ^ zu Grunde gelegt, in den 
Ausdrücken für tc und x alJe Coöfficienten a^ /?,.y mit Aus-w 
nähme derer mit dem Index \ verschwinden. Es ist nämlich : 

Wegen (?n«0 verschwinden die Coöfficienten mit dejn Index t 
und der Theil [Q^ 7'^) der Coöfficienten von s;- und wegen 
JIC'^sbO folgt dann: 

oder ausgerechnet : 

^^_V57 5t; "" nsT rJ -^ VöT ^j \ 

VSiTSr/ ^V^rS^J ^VSiTS^/ 

x^ V p py ^ Vp pj "'-'^ V ST 5^/ ' ' -^z *' •• 



.^* 
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Es ist überflüssig, die Formeln für die AHP^RE'sche Sub- 
stitution n hinzuschreiben , da sie sich aus denen für die Sub- 
stitution 1 durch Vertauschung von p mit x, y mit q ergeben. 



§. 79. 
Bedingung dafür, dass n und x von r, s, t tinabliangig seien. 

Um zu untersuchen, welches die allgemeinste Bedingung 
sei, der die Funktionen ^, tj, ^ von x, y, ä, p, q zu genügen 
haben, damit 7t und x von r, s, t frei seien, wird man folgen- 
den Weg einschlagen müssen. 

Rein algebraisch werden zunächst 7t und x von r, s, t un^ 
abhängig durch das Verschwinden aller Determinanten von der 
Form: 

Schreibt man für diese Determinanten, die sich auf acht redu- 
ciren lassen, die expliciten Ausdrücke hin, so sieht man, dass 
sie alle verschwinden, wenn 



oder: 



p (x/ O - p, (X' y,') + Pj (r y/) = 



«)=*> lll 



r [P, Q^) - X/ [PQ^] + X,' {PQ,} = 1 _, 



r {p.Vz) - Y,' {PQ,) + y; {pq, 

gesetzt wird. 

Dies\sind Bedingungsgl^ichungen allgemeiner Natur für die 
LEGENDR^^che Substitution, die eine interessante Transforma- 
tion zulasseny welche ich noch mittheilen will. Sieht man näm- 
lich die Variabele ^ z. B. nicht als Funktion von o?, y, z, p, g, 
sondern, was erlaubt ist, als eine Funktion y^ von cc, y, z, ^, rj 
an, und setzt : 



*«_»v 



^ n 



so folgt : 






f 
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Xj' =>X^"+SX'+HX^ 

P, = SP +HP^ 

0,= SQ-hJIQ,. 

Hieraus ergiebt sich zunächst : 

Geht man mit den vorstehenden Werthen von Xg', 7^', P^, Q2 
in die Differentialgleichungen II hinein, so liefert die Reduction 
die Gleichungen : 

Q[X,%"]-Q,(X-Y,")=0, 
aus denen folgt : 

(PQ,) (X/ Y,") = 

(PQ,) {X' y,") = 0. 

Nimmt man an, (PQ,) sei nicht gleich Null , so folgt aus 
{X,'%") = 0, (X'V)=0: 

(r F/) X," = V 
(XT/jF^'^O. 

Führt man femer obige Werthe von X^, X/, P^» Ö2 üi die Glei- 
chungen n' ein, so erhält man sofort : 

(pgj X," = 

(PQ,) F," = 0. 

Unter der Annahme, [PQ^) sei nicht gleich Null, verschwinden 
also Xj" und Y^'y und man findet als Resultat dieser Trans- 
formation : 



da? " dz 



=X' = 



5? + '?s?-n'=o 

Aus den Gleichungen X," = 0, Fj" = erhält man Übrigens die 
Differentialgleichungen U' sehr leicht zurück. 
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§. 80. 

Wie man diese Substitation benntzen kann, um leicht auflösbare 

Di£ferentialgleiehungen bu erhalten. 

Es seien Gleichungen von der Form : 

F[7t) =0; F(7r, x)=0 

F {7t j X, f oder rj oder t) = 

F{7t, X, l fj) =0; F(/r, x, £, ^oderiy) = 

vorgelegt , so erhält man das Integral der beiden ersten alge- 
braisch aus den Differentialgleichungen, das der dritten durch 
Quadratur, das der vierten und fünften durch Auflösung eines 
Systems von zwei, das der sechsten durch Auflösung eines 
Systems von drei gewöhnlichen Differentialgleichungen. 
Es sei nun beispielsweise 

das Integral der Gleichimg F (tt, x) = 0, so werden auch die 
Gleichungen : 

f {% 9v 9^2) = Ö 

V(P(?J' {PQ.)J 
solche Werthe vonp und q liefern, welche der Bedingung der 
Integrabilität genügen. Die zusammengehörigen Werthe vonp 
und q erhält man so ganz leicht, während sie aus der Differen- 
tialgleichung F = direkt nur durch Auflösung eines Systems 
von drei gewöhnlichen Differentialgleichungen zu ermitteln 
wären. 

So kann man denn Differentialgleichungen aufstellen, bei 
denen die Auffindung der zusammengehörigen Werthe von p, q 
algebraisch möglich ist, oder von Quadraturen, oder von der 
Auflösung von mehr oder weniger gewöhnlichen Differential- 
gleichungen abhängt, jenachdem man von einer der eingangs 
dieses §. zusammengestellten Formen ausgeht. 

Bildet man femer die Ausdrücke von 

^_bH ^-ÜL ^—^1^ 

in X, y, z, p, q, r, 5, i; nimmt irgend eine integrabele Diffe- 
rentialgleichung F (^, f)j ^, TT, X, Q, a, t) = mit ihrem Inte- 
gral f (^, rjy 5) = an, so erhält man durch Einsetzen in beide 
Gleichungen der Variabein cc, y, z, p, q, r, 5, t eine andere 



1 
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partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit ihrem Inte- 
gral, wenn man zur Elimination von p und q noch die Glei- 
chungen "5j"*"^"5T=^? "5^"*"^'d7~^ benutzt. 

Integrabele partielle Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung kann man übrigens zusammensetzen, wenn man den 
Funktionen gp, y^, qpg ganz beliebige Formen giebt, wobei dann 
7t und X von r, s, t abhängen. Bildet man eine Gleichung 
F (^, f], ^, TT, x) =0, so erhält man durch Integration dieser 
Gleichung ein erstes Integral mit einer willkürlichen Funktion 
derjenigen Differentialgleichung, welche durch Einsetzen der 
Variabein x, y, js, p, q, r, 5, t in die Gleichung F = folgt. 
Diese Integration ist insofern von Interesse, als die so erhaltene 
partielle zweiter Ordnung nicht mit Hülfe der Mongb-Ahp^re' 
sehen ^Methode wird aufgelöst werden können, sobald die Dif- 
ferentialgleichung F (f , f], ^, 7t j x) = nicht linear ist. Man 
erhält also ein erstes Integral, aus zwei Gleichungen beste- 
hend, von einer Form, die ihm Lagrange in der §. 76 citirten 
Abhandlung aus theoretischen Gründen vermuthete. 

§81. 

Bemerkung über die Beciprocität der in Bede stehenden 

Substitution. 

Diese besteht darin, däss die Gleichungen ^=90, 6tc. 
nach 0?, y, z, pj q aufgelöst, Gleichungen von der Form*": 
x=x (?? Vi ^y ^> ^)j ®*^* liefern, aus deren drei ersten für p 
und q Werthe folgen, welche den nämlichen Fiuiktionalaus- 
druck haben , wie die aus den Funktionen gp, y^, q)^ gefolger- 
ten Werthe von tv und x. Allgemein müssen die Funktionen 
X, y, z von ^, iy, ^, rt^ x den Differentialgleichungen 11 genü- 
gen, wenn die Funktionen f, 1/, ^ von cc, y, js, p, q es thun. 

Die vollkommene Reciprocität, welche man der Legendre' 
sehen und der Chasles' sehen Substitution ertheilen kann (siehe 
die §. 76 citirte Note von Chasles) , besteht darin, dass die 
Funktionen x niit den Funktionen q> identisch werden, und be- 
schränkt natürlich die Form, welche den letzteren gegeben 
werden kann, in hohem Grade. 



Fünfter Abschnitt 

lieber die Orenzbedingungen bei den partiellen 

Differentialgleichungen mit drei Variabein, und das 

Gebiet, innerhalb dessen ihre Integrale durch die 

willkürlichen Funktionen bestimmt sind. 



Zur Ergänzung der Betrachtungen des zweiten Abschnitts 
wird hier der im Titel bezeichnete Gegenstand in allgemeiner 
Weise der Erörterung unterzogen werden. Una diese erste 
Mittheilung meiner Untersuchimgen, die schon zu lang ist, 
nicht über Gebühr auszudehnen, werde ich bei dieser Be- 
trachtung möglichst summarisch verfahren, mir die genauere 
Untersuchung für die Behandlung besonderer Differentialglei- 
chungen vorbehaltend. 

Ich werde in diesem Abschnitte zunächst die Grenzbedin- 
gungen klassificiren, um die Untersuchimg einschränken zu 
können. Dann werde ich auf Grund der Potenzentwickelung 
des Integrals gewisse Grenzbedingimgen als ungenügend kenn- 
zeichnen. Und schliesslich wende ich mich der Frage zu, wie 
weit durch ein endlich langes Stück genügend bestimmter 
Grenze die Integraloberfläche der partiellen Differentialglei- 
chungen bestimmt werde , mit andern Worten : wenn die Be- 
grenzung der Integraloberfläche nicht vollständig gegeben ist, 
aber in dem gegebenen Theil die erforderlichen Bedingungen 
erfüllt sind, um einen endlichen Theil der Integraloberfläche 
zu bestimmen, welcher Art die »spontanen Grenzen« seien. 



» 
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d. i. die Grenzen die sich in Folge der Natur der partiellen 
Differentialgleichungen von selbst herstellen. In den §§. 4 7, 
4 8, 1 9 ist das.Materiäl zu dieser Untersuchung bereits in Be- 
zug auf eine besondere Gattung von Differentialgleichungen ge- 
liefert worden. , 

XIV. lieber die Grenzbedingungen im Allgemeinen. 

§.88. 

Das Integral einer partiellen Differentlalgleichting ist bestimmt, 
wenn es noch einer andern solchen zu genügen hat. 

Wenn eine Funktion einer partiellen Differentialgleichung 
gentigen soll, so ist sie dadurch nicht völlig bestimmt, sondern 
es müssen zu ihrer Bestimmung noch andere Bedingungen ge- 
geben sein, mit denen wir uns nun beschäftigen wollen. 

Von der partiellen Differentialgleichung wird, hier wie 
früher, angenommen, dass sie eine Funktion z von zwei Argu- 
menten X und y definirt. Alle drei Variabein sind reell und 
können demnach ohne Weiteres durch räumliche Coordinaten 
dargestellt werden. 

Die Differentialgleichung zwischen a?, y, z und den Diffe- 
rentialquotienten irgend einer Ordnung von z wird durchge- 
hend mit F = bezeichnet werden. Ausserdem bezeichnen 
wir mit / den Differentialquötienten der Funktion F nach einer 

Variabelen i: so dass X = ^. etc. sei. Wir bezeichnen ferner 

mit X' imd Y* die nach x und y genommenen Differentialquo- 
tienten von F, wenn bei der Differentiation die höchsten in F 
vorkommenden Differentialquotienten wie Constanten behan- 
delt sind. Enthält F nur cc, y, Zj p, q, so ist demnach : 

X'=X^pZ, r^Y+qZ. 
Enthält F ausserdem noch r, s, t, so ist : 

JIC'=X+pZ + rP + sQ, r^Y-hqZ-^sP-^tQ 

u. s. f. 
Die Bedingungen , welchen neben der gegebenen Differen- 
tialgleichung die Funktion z zu genügen hat, können nun für 
das ganze Gebiet der x und y Werthe , in dem die Funktion z 
zu bestimmen ist, gegeben sein , oder nur für eine oder meh- 
rere Folgen von Punkten, d. i. Linien in diesem Gebiete. Die 



176 V. Abschnitt: Grenzbeding, bei d. part. Differentialgi. etc. g. 82. 

erste Klasse von Bedingungen wollen wir mit unten stehender 
Bemerkung sofort von der Betrachtung ausschliessen, denn sie 
kommt nur darauf hinaus, dass die Funktion x zwei partiellen 
Differentialgleichungen statt einer zu genügen hat. Möglich ist 
dies stets y denn die zweite Differentialgleichung braucht jp 
diesem Falle nur eine andere Relation zwischen der Integral- 
gleichung und den aus der Integralgleichung durch Differen- 
tiation abgeleiteten Gleichungen zu sein, als die gegebene Dif- 
ferentialgleichung. Zwischen den beiden Differentialgleichun- 
gen, die eine gemeinsame Lösung haben, existiren Beziehun- 
gen allgemeiner Natur, deren hier einige verzeichnet sind, unter 
der Annahme , dass beide Differentialgleichungen von dersel- 
ben Ordnung seien. 
I. Es seien 

F=0 und ^4=0 

zwei Differentialgleichungen nter Ordnung. Bildet man alle 
Ableitungen von jPäO, jP^ssO bis zur i»ten Ordnung, 30 er- 
hält man ausser F=sO, Fi=0 im Ganzen m (m-4-3) Gleichun- 
gen. In diesen kommen ausser deninFssO, F^sO enthalte- 

nen nten Differentialquotienten ^ (— h nj neue (bis zur 

mten Ordnung) vor. Eliminirt man die letzteren, so mögen / 
Gleichungen folgen. Es ist also : 

Für die successiven Werthe von n hat man nun die kleinsten 
Werthe von l und die zugehörigen von m zu suchen. 

Fürn=1 ist m=<, /»1 

n=8 ,, m==2, /»< 

n=3 ,, m=4, Za=2 



I 



Man erhält demnach nur für die beiden ersten Ordnungen eine 
Eliminationsgleichung. SindF3=0, F|=0 erster Ordnung, so 
ist es die bekannte lineare Differentialgleichung (§. 4 5) zwischen 
den Funktionen F und F^ von cc, y, z, p, 9. Sind FsaO und 
Fj=0 zweiter Ordnung, so ist die Differentialgleichung zwi- 
schen beiden zweiter Ordnung. Sind endlich F=»0, Fj=aO 
dritter oder höherer Ordnung, so ist die kleinste Zahl der 



I 
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Eliminationsgleichuagen n— 4, wenn n die Ordnung von PmzO, 
Ff saO bezeichnet. Es müssen alsdann die Funktionen F und P^ 
gleichzeitig n— 4 Gleichungen erfüllen. Nimmt man eine, z. B. 
F als beliebig und gegeben an, so ist F^ eine gleichzeitige Ltf- 
jiung von den n— 4 Eliminationsgleichungen. 

IL Fragt man, wie zwei Gleichungen zweiter Ordnung 
FssO, FfSsO beschaffen sein müssen, damit man nach ein- 
maliger Differentiation beider Gleichungen nach x und nach y 
die vier dritten Differentialquotienten von z eliminiren könne, 
so findet man, dass alsdann F und F^ die Gleichungen : 

(flS,)(srj-(flr,)»«o 

(X'BJ (Sr,) + (Y%] (RT,) = 
erfüllen müssen. 

III. Es verdient noch bemerkt zu werden, dass, wenn 
zwei partielle Differentialgleichungen F=0, Fj=0 eine ge- 
meinschaftliche Lösung haben, diese häufig durch Auflösung 
gewöhnlicher Differentialgleichungen zu finden ist. 

Sind die beiden Differentialgleichungen FsaO, F^ssO erster 
Ordnung, so liegt dies auf der Hand. Sind sie zweiter Ord- 
nung, so substituirt man in : 

drsszadx+My 
dssshdx-hcdy 

dt^cdx-hidy 
aus den Gleichungen : 

Ra+Si-hTc +X' =0 

Ri +sc +rb +r =0 

ißja+Sib+r^c+X/arO 

die Werthe von a, b, c, b in o?, y, js, p, q, r, s, t, und hat zwi- 
schen diesen Grössen ausserdem noch die Differentialglei- 
chungen : 

dz^pdx-^qdy 

dp^rdx-hsdy 

dqssssdx+tdy. 
Da diese totalen Differentialgleichungen einer beliebigen Kurve 
auf der Integraloberfläche entsprechen , so ist hier die Methode 
des §. 4 anwendbar, und man hat für y und dy z. B, ax und 
cidx einzuführen, wodurch die Zahl der Differentiale sich auf 
die richtige reducirt. Die sich ergebenden sechs gewöhnlichen 

P. DU Bois-Sbtmond, Beiträge. 4 i 
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Differentialgteichungen haben dann sechs Integrale von der 

Form: 

c^fpiay aj, Ä, p, 9, r, *, t) . 

Wir eriheilen ihnen zunächst die Form : 

V^ («7 0, ^0, Po» ?6» ^OT «0» « V (öj «^» ^) P» 9i n «J ^) » ^. 
wo die Variabein mit dem Index sich auf den Punkt a? = 0, 

vissO beziehen. Für a setzen wir darauf -^ zurück lind eli- 

miniren aus den sechs Integralen die Grössen py g, r, 5, ^ Die 
Resultirende ist dje gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen 

§.83. 

Ein und mehrläufige Qrenzbedingungen. Definition und 

Vorbemerkungen. 

Damit sind gemeint neben der Differentialgleichung be- 
stehende und zur Bestimmung ihres Integrals erforderlidie und 
ausreichende Relationen zwischen x, y, z und den partiellen 
Differentialquotienten von z, welche nur gelten längs einer 
Kurve (einläufige Grenzbedingungen) oder längs zwei oder 
mehreren Kurven (zwei- oder mehrläufige Grenzbedingun- 
genj. Die Differentialgleichungen erster Ordnung lassen nur 
einläufige Grenzbedingungen zu (§. 85). Die Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung lassen ein- und zweiiäuBge, und, 
wie man aus physikalischen Theerien schliessen kann, auch 
mehrläufige Grenzbedingungen zü. Was die einläufigen Grenz- 
bedingungen betrifft, so können sie zwar auch verschiedene 
Gestalten annehmen. Von grösster Mannigfaltigkeit aber sind 
die mehrläufigen Grenzhedingungen. Ich bemerke gleich, dass 
die allgemeine Theorie der letzteren noch in der Wiege ist. 
Wir wissen darüber wenig mehr, als was uns die Behaai- 
lung einzelner physikalischer Probleme gelehrt hat. Wie 
§. 56 angegeben wurde, geh^t die Bedingung, dass die In- 
tegraloberfläche durch eine geschlossene Kurve ohne Stetig- 
keitsunterbrechung gehen solle, zu den .zweiläufigen Grenfebe- 
dingungen. Dies lehrt schon die Ueberlegung. Aber man kann 
sich auch durch Beispiele davon überzeugen. Genau derselbe 

*) Dieselbe Betrachtung führt auf die gemeinschaftliche Lösung von 
FsOy FisO, sobftM nur^ine dieser Gleichungen zweiter Ordnung ist. 
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Calctll) durch welchen man ein allgemeines Integral einer Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung so bestimmt, dass die In- 
tegraloberfläche durch zwei Kurven geht, dient dazu, um die 
Oberfläche durch eine geschlossene oder durch eine in geeig- 
neter Weise in sich zurücklaufende Kurve (2» B. ei^e Spirale] 2U 

I 

legen, und man siebt dann, dass die Integraloberfläche voll- 
kommen bestimmt ist. Um noch ein Beispiel von mehrläufigen 
Grenzbedingungen anzuführen, erinnere ich an die Diflferential- 
gleichung der Capiliarltät. Ich habe in meiner iMssertation*) 
die sich aus der Theorie ergebenden Grenzbedingungen mög- 
lichst vollständig zusammengestellt. Gerade hierin scheint mir 
das mathematische Interesse der Gapillaritätstheorie zu lie- 
gen, dass sie uns mit so mannigfaltigen zweiläufigen Grenzbe- 
dingungen bekannt macht. So ist z. B. die Integraloberfläche 
bis auf eine Constanie dadurch bestimmt, dass sie durch zwei 
gegebene nicht geschlossene, oder eine geschlossene Oberfläche 
mit gegebener constanter Neigung hindurchgehen soll ; ferner 
dadurch, dass mehrere Integraloberflächen sich in einer Kurve 
unter gegebenen Winkel treffen , und daneben eine gegebene 
Oberfläche unter gegebenen Winkel trefien u. s. f. In dieser 
Theorie erhält man die partielle Differentialgleichung und die 
zur Bestimmung ihres Integrals ausreichenden Grenzbedin- 
gungen durch Variation einer Summe von Doppelintegralen. Es 
ist vielleicht überhaupt das erfolgreichste Mittel, um die mehrläu- 
figen Grenzbedingungen zu studieren**), Summen verschiede- 
ner Doppelintegrale zwischen verschiedenen Grenzen der Va- 
riation zu unterwerfen. Eine neue Art Grenzhedingungen 
tritt hierbei auf, die darin besteht, dass die Integralober- 
flächen zweier verschiedener Difierentialgleichimgen in der 
Durchsclmittslinie eine simultane Bedingung zu erfüllen haben. 
>Dj|^ mehrläufigen Grenzbedingungen sind aber einerseits zu der 
Construction von Integraloberflächen , welche wir zum Gegen- 
stand unserer bisherigen Betrachtungen gemacht haben, nicht 
geeignet, und dann habe ich Grund zu vernmthen, dass, die 
Einführung einläufiger Grenzbedingungen einmal allgemein er- 
möglicht, sich daraus die Mittel ergeben werden, mit mehrläu- 



*) De aequilibrio fluidorum. 

**) Weil man liierbei die Bürgschaft dafür hat , dass die Grenzhedin- 
gungen genügend sind, aber auch niohts- Ueberflüssiges enthalten. 

<2* 
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figen Grenzbedingungen erfolgreich zu operiren. Ich werde 
mich deshalb im Folgenden thunlichst auf einläufige Grenzbe- 
dingungen beschränken. 

XV. Auflösung der partiellen DifferentialgleiehungeA 

durch Potenireihen. 

§.84. 

Fotenaentwiokelmig des Integrals der DtflferentiaJlgleioliungen 

erster Ordnung. 

Diese Reihenentwickelung soll uns dazu dienen , über die 
Form der Grenzbedingungen genauere Auskunft zu erhalten. 
Ebenso wie man die gesuchte Funktion y von x aus einer ge- 

wohnlichen DifiFereniialgleichung ^ = 9 (^j V] ^^^^ dem Tay- 

LOR^schen Satze in die Reihe: 

entwickelt erhalten kann, wo ^ und iq die laufenden Goordina- 
ten, X und y diejenigen eines festen Punktes einer Integralkurve 

der Gleichung ^ = y (^? y) bedeuten, und 

ffi = y (a?, y) 

etc. 
ist: ebenso, kann man das Integral einer partielleq Differential- 
gleichung nach dem Taylor' sehen Satze in Reihenform darstel- 
len. Setzen wir ^ — x=:Jx^ tj'-'y^Jy^ ^— js=^j5, seist: 

^jsssp^ccH-gz/y-H Y|r^£c* -I- isJxJy -l- tjy^l-h etc. 

und die Aufgabe reducirt sich darauf, die Cöäfficienten p, q, etc. 

durch bekannte Grössen an der Grenze auszudrücken. 

Es sei zunächst die Differentialgleichung erster Ordnung 

FssO vorgelegt. Wir nehmen an, die Integraloberfläche solle 

durch die Kurve : 

x=stp [z) 

gehen. Rezeichnen wir mit u und v die Neigungstangenten der 
Elemente dieser Kurve , so ist in ihr : 

puH-qv=si . 



I 
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Mit Hülfe der Gleichungen F=:0, xssip^ y^V^v pu-^qvsai kann 
man o?, y, p, f bestimmen. Es kommt also nur darauf an, die 
folgenden Coöfficienten zu ermitteln. Durch Differentiation von 
F«0 undjm-4-gv=1 folgt: 

rw*+8s«v-l-fv*H- [7 = 0, 
wo r/=j9 j- + 9 ^ • Aus vorstehenden Gleichungen ergiebt 
sich als Glied zweiten Grades der Reihe für Jz : 

wo 9i,=P-?<?-!^. Setzen wir: 






so folgt, dass man zur Bestimmung der wten Differentialquo- 
tienten von z erstens n Gleichungen von dßr Form : 



m 
m m— t 



und ausserdem die Gleichung: 



n— 1 n 



WO in F^"^^ und tK**) nur die Differentialcpiotienten von der nten 
Ordnung excl. abwärts vorkommen. Hieraus folgt, dass die 

Reihe für Jz die Form ^js = G. -l- — , H — J + etc. annimmt. 

Wir ersehen nun, dass die Reihenentwickelung für ^z 
gUlizlich unbrauchbar wird, wenn wir die Kurve ajs=i/^, y=s=t^i 
so wählen, dass der Term 9ti verschwindet, mit einem Worte, 
wenn wir dafür eine Charakteristik der Gleichung F=sO neh- 
men. Der Sinn davon ist nach der Interpretation, w^elche wir 
von dieser Gleichung und ihrem Integrale gegeben, leicht zu 
verstehen. Wir wissen (§. 49) , dass zur Individualisirung der 
Integraloberfläche die Bedingung nicht genügt: sie müsse 
durch eine oder eine endliche Anzahl von Integralcharakteri- 
stiken gehen. Sondern durch eine Integralcharakteristik kann 
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man unendlich viele Integraloberflächen legen, die alle, ausser 
der Integralcharakteristik, in ihr noch die iangirende Abwickele* 
bare, sonst aber nichts, gemein haben. 

Die Gleichung 9{j=0 gehört übrigens nicht aUeifi den lute- 
gralcharakteristiken, sondern auch den Grenzcharakteristiken 
an, und von letzteren weissen wir, dass sie die Integraloberfläche 
bestimmen, indem sie deren RUckkehrkante werden. Zwi- 
schen beiden Arten von Charakteristiken macht aber die Rei- 
henentwickelung keinen Unterschied. 

§.85. 

Bemerkungeu «ber die aUgemeinste Form der Grenzbedingungen 
der XHfferentialgleicbungen erste? Ordnung*). 

Da man zunächst a?, y, p, q aus der ReihenentWickelung 

^z =^pJx -h q^ty -f- etc. 
zu eliminiren hat, so erfordert dies ausser der Gleichung F=0, 
die für die ganze xy Ebene gilt, allgemein zu reden, noch drei 
Gleichungen von der Form : 

die dann offenbar nur längs einer Kurve gelten können, da 
man die beiden Gleichungen der Kurve durch Elimination von 
p und q aus der Gleichung F=0 und den Gleichungen L^^^ 
erhält. Die Funktionen L sind aber nicht vollkommen will- 
kürlich. Man findet die Redingung, der sie imterliegen, wenn 
man aus den fünf Gleichungen : 

^rf^+ ^^dy+ V^dz+ |:Lndp+ J^dg=0 

Xdx -+- Ydy -+- Zdz -hPdp + Qdq^O 
pdx H- qdy » dz 



die Differentiale eliminirt. Dies bedeutet, wie man leicht 
kennt, nur, dass ausser der Gleichung der Grenzkurve noch die 
Gleichung pdcc-^qdyssdz gilt, und sonst keine weiter, so dass 
die allgemeinere Redingung sich auf die des vorigen §. zurück- 
führen lässt. 



*) Ich komme hier auf den §.49 behandelten Gegenstand zurück, weil — 
dort die gegenwärtig zur Sprache kommende Reduction der allgemeinei 
Bedingung nidit angegeben worden 
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Es Iftssi sich nun auch leicht einsehen, dass die Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung keine zweiläufigen Grenzbedin- 
gungen zulassen. Denn wenn für eine Kurve irgend zwei Glei- 
chungen L=0, JL|=0 zwischen den Grössen tCj y, js, p, q ge- 
geben sind, so liefern die Gleichungen: 

FäO, IobO, X^tnO; rfF«0, dL=rO, dl,=n0, pdx-hqdy^dz 

die Gleichungen der Grenzkurve mit einer willkürlichen Con- 
stanten behaftet ; daher man von der IntegraloberOäche nicht 
mehr fordern kann , dass sie längs einer andern Kurve einer 
wie immer beschaffenen willkürlichen Bedingung genüge. 

Gehören, beiläufig gesagt, die Gleichungen Ir=sO, Xj=0 
einer Oberfläche an, d.h. liefern sie zusammengehörige Werthe 
von p und gr, so folgt durch Einsetzen dieser Werthe in die 
Gleichung F=0 die Gleichung der Kurve, in der die Ober- 
fläche Zr=0, JLj=sO von einer Integraloberfläche der Gleichung 
F=0 berührt wird. 

§. 86. 

Potenzentwiokelung des Integrals der partiellen Diflierentialglei- 
. ohnngen sweiter Ordnimg mit einläufigen Orenabediagungen. 

Um alle Coöfficienten der Reihe 

durch ihre Werthe in z längs einer Kurve auszudrücken , wenn 
man eine Relation F = zwischen a?, y, ä, p, gf, r, s, t hat, 
welche durch das ganze Gebiet der a?y Werthe gilt , braucht 
man, scheint es, noch sechs Gleichungen zwischen denselben 
Grössen, allein die folgende Form der Grenzbedingung genügt 
nicht allein ebenfalls, sondern hat, wie man durch ein Rai- 
sonnement analog dem des vorigen §. erkennt, die nämliche 
Allgemeinheit wie jene sechs Gleichungen. 

Die Grenzkurve hat die Gleichungen a;=t//(z), y=^\p^[z)^ 
auch sei wieder : 

jnn-gvasl , 

wo u = ~^, v = ^ . Ausser diesen Gleichungen ist noch 

eine : 

L [x, y, i5, p, q) «=50 
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erforderlich, und dann reichen die fünf Gleichungen F=0, 
XäO, xsstp, y^ipty pu-^qv'^^ Äur Bestimmung aller Coöffi- 
cienien der Reihe aus. Der Kürze halber nehmen wir statt der 
Gleichungen pw+7V=l, La=0 folgende 

als gegeben an. Differenzirt folgen daraus Gleichungen von der 
Form: 

etc., etc. 
Mit den Gleichungen Fs=0, a? = t/;, y=stff^^ 1) 2) kann man 
^> y> ^) Pj 9i ^1 ^7 ^ eliminiren. Um a, b, c, b zu entfernen, 
bedarf es ausser der Gleichungen 3) noch der Gleichungen : 

fib+Sc+Tb+r = 

u. s. f. mit den übrigen Coöfficienten. Bildet man die Werlhe 
a, b, c, b und setzt sie in das Glied dritten Grades der Reihen- 
entwickelung ein, so erhült es den Nenner 

Ueberhaupt zeigt die Betrachtung der obigen Gieichungei, 
dass die Reihenentwiekelung folgende Gestalt erhält : 

Jz=:G,-hG.-h^, + %+ etc. 

und die Entwickelung ist wieder unbrauchbar, wenn die Kurve 
xs=xp^ y=tpi so gewählt wird, dass der Term St^ verschwindet, 
d. h. wenn sie eine Contactcharakteristik ist. Es ist dies of^ 
fenbar der analoge Fall von dem für die Differentialgleichungen 
erster Ordnung im §. 49 synthetisch entwickelten, und er be- 
deutet, dass die Integraloberfläche der Gleichung zweiter 
Ordnung nicht individualisirt wird durch die Bedingung, eine 
Contactcharakteristik mit gegebener Neigung zu passiren. 



§• 87.. 

Form derBeihenentwiokelungfarBüFerentialgleiohmigen höherei 

Ordnungen. 

Die Differentialgleichungen höherer als zweiter Ordnuni 
betreffend, bemerke ich gleich, dass die Betrachtung der §§. 8 
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und 86 voller Allgemeinheit ftlhig ist. Es sei F=:0 z. B. dritter 
Ordnung. So hat man wegen x=xp{z)j y^xp^[z) : 

wo w' = :p^, v' = 3". Nimmt man hierzu noch zwei Glei- 

chungen von der Form : 

L {x, y, z, p, q, r, 5, i) = 
als gegeben an, so kann man mit diesen Grenzbedingungen 
wieder alle Coöfficienten der Reihe ^Jz = etc. bestimmen. 
Denn die drei Gleichungen : 

r=f7, s=r, t=W, 

die man der Kürze halber statt der vorstehenden als gegeben 
annehmen kann, führen durch Differentiation auf die folgenden : 

u^z-hiuvz-hv^z^U^ 

. i t 
9* * 9* 

trZ-hiuVZ'h-V^Z=:V2 

1 2 8 
4 4 4 

yrz + Zuvz -hv^z = Wg • 

Mit Hülfe dieser Gleichungen und der beiden ersten Ableitun- 
gen deV Gleichung F=0 kann man nun die vierten Differential— 
quotienten aus der Reihe für Jz entfernen , und sie erhält die 
Form: 

Jz^G.-hG^-hG^-h^ + ■% + etc., 



wo9t3=2i-a3^ + eS-a5:J. 



Ist die DiflTerentialgleichung F=0 nter Ordnung, und setzt 
man: 

^ bz 
ferner : 

pmo ^ 

so erhält Jz die Form : 

^;.=G,+G,+ ... ^ + ^ + elc. 
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So lassen sich die einläufigen Grenzbedingungen in die Rei- 
henentwickelung des Integrals der Gleichung FsaO fUr eine 
beliebige Ordnung einführen. 



XVI. Ueber die lnte|[;raloberflftcbeu der purtiellen 

Difrerential|[;leichun|[;en b.ei ihrem Durchgang 

durch die Charakteristiken. 

§.88. 
Darlegung der UnterBUohmigsmethode. 

Wir sahen eben bei der Reihenentwickelung von % nach 
dem TAYLOR'schen Satz durchw^eg den Nenner di^ auftreten, 
der es nicht gestattet , zur Ausgangskurve eine Charakteristik 
zu nehmen. In Rezug auf diesen Punkt findet aber bei den 
Differentialgleichungen derselben und verschiedener Ordnung 
ein verschiedenes Verhalten statt, mit dessen Feststellung wir 
uns in diesem Capitel beschäftigen wollen. 

Retrachten wir die Reihe : 

^Jz = pjdx + qJy + etc. 
und die Differentialgleichung erster Ordnung F=0, so wissen 
wir, dass sie nicht genügt, um alle Coöfficienten zu bestiomien, 
sondern es bleibt in dem Gliede jeder Ordnung ein Goäfficient 
unbestimmt. Was erforderlich sei, um diesen zu bestimmen, 
wurde §. 84 gezeigt. Wählt man zur Grenzkurve eine Charak- 
teristik, so bestimmt diese in ihrem ganzen Verlauf die ersten 
Differentialquotienten von z, liefert aber ausnahmsweise keine 
Restimmung der Cot^fficienten von der zweiten Ordnung incl. 
an, weil wegen Pv — Qu^O die Grössen r, s, t, etc. nur in der 

Verbindung r -f- — 5, 5 4-— ^ etc. vorkommen, also nicht ein- 

zeln bestimmt werden können. Daher ist in der That die Cha- 
rakteristik keine bestimmende Grenzkurve. 

Wir könnten fortfahren mit ähnlichen Raisonnements die 
Charakteristiken aller partiellen Differentialgleichungen in Be- 
zug auf die Differentialquotienten der sie passirenden Integral- 
oberflächen zu untersuchen. Alleöi ich ziehe vor, den Gegen- 
stand von einem andern Gesichtspunkt aus zu betrachten, der 
bei grösserer Evidenz eine grössere Kürze der Darstellung ge- 
stattet. 
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Wie wir alsbald sehen werden, kann man für die Charak- 
teristiken der partiellen Differentialgleichungen Schaaren von 
Differentialgleichungen aufstellen, in denen dann successiv alle 
partiellen Differentialquotienten von z und deren Differentiale 
im Sinne der Charakteristik vorkommen. Denkt man sich statt 

n 

der Differentialquotienten z beliebige Variabein u., u^-.u^y 

m 

so wöre die Schaar der Differentialgleichungen der Charakteri- 
stiken , wenn man sie bei irgend einer Ordnung der Differen- 
tialquotienteu abbricht, ein System von der Form : 

dy = V^dx 

dz = V^dx 

U^du^ -hU2 du^ -h » . ^Uf^ du^ -hWdx =0 

U^ du^ -hUzdu^ -h...Uf^'du^ -hWdx =0 



JÜ^*''^du^'hlf'^^du2^...Un^dUn-hW('^)dx=:0, 



2 



WO die Grössen U, V, W von den Variabein x, y, js, w^, Mg . . . m^ 
abhängen. 

Man kann leicht untersuchen, wie weit längs einer indi- 
viduellen Charakteristik die Grössen m,, Wg . . . w,j bestimmt 
sind. Denn durch Variation nach den m^Mj ...% des vorstehen- 
den Systems erhält man ebenso viel Gleichungen, welche die 
Variationen du^, du^ ... du^^ und deren Differentiale enthalten, 
als Differentialgleichungen vorhanden waren. Ist nun die An- 
zahl der Differentialgleichungen grösser als n (wie ich hier vor- 
aussetze) , so fände man aus den variirten Gleichungen nach 
bekannten Prinzipien durch fortgesetzte Differentiation und Eli- 
mination schliesslich Bedingungsgleichungen für die U, V, W. 
Sind diese wegen der Form der partiellen Differentialgleichung 
nicht erfüllbar, so folgt, dass die Variationen der t/^, «/^ ••• **n ver- 
schvdnden, dass mithin die m^, % **- ^n l^^f^s einer individuellen 
Charakteristik bestimmt sind. Werden die Bedingungsglei- 
chungen aber identisch erfüllt, so verschwinden die Variatio- 
nen nicht, und die Grössen 11^,112 ••• ^s ^^^^ längs einer indi- 
viduellen Charakteristik nicht bestimmt. 

In diesem Sinne wollen wir nun die Gleichungen der Cha- 
rakteristiken der partiellen Differentialgleichungen der Betrach- 
tung unterwerfen. 
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§.89. 
DifPlsrentialgleichtmgen erster Ordnung. 

Wir wollen der Bequemlichkeit halber der Differential- 
gleichung erster Ordnung die Form : 

geben, wo F nur x, y, 2, q enthält. Zur Charakteristik gehören 
dann einmal die allen Kurven auf Integraloberflächen gemeiusa- 
men totalen Differentialgleichungen, welche durch das Symbol : 

dz = z dx -h z dy 

m m m+ 1 

dargestellt werden, und dann insbesondere folgende Schacir: 

dy=sQdx 
dp 4- F^'dx = 
dq + F^dx =0 



m ** 

Um die Grösse Fj zu bilden, hat man die Gleichung |j+F=:0 

erst n—m mal nach x und dann mmal nach y zu differenziren, 
wodurch man erhält : 

m m-i-i *** 

Diese Schaar von Gleichungen ist so beschaffen , dass sie 
eine zur Bestimmung der darin enthaltenen Yariabeln genü- 
gende Anzahl von Differentialgleichungen liefert, wenn man sie 
bei irgend einer Ordnung der Differentialquotienten abbricht. 

Denkt man sich aber die Differentialquotienten z durch Auf- 

m 

iösung der Schaar von Differentialgleichungen bestimmt, so 
würden sie von Constanten abhängig, deren Anzahl zugleich 
mit n ins Unbegrenzte wüchse. Diese Constanten, durch die 

n 

Werthe der z an einem festen Punkte der Charakteristik aus- 

m 

gedrückt, dienen dann jzur Individualisirung der durch die 
Charakteristik zu führenden Integraloberfläche. Anders lassen 

n 

sich die Werthe der Grössen z aus den obigen Gleichungen 

m 

nicht ermitteln. 
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Variiren wir zunächst nach p und q die Gleichungen : 

dzs^pdx-hqdy 
dy = Qdx^ 

so folgt daraus unbedingt dpsO, d^sO, so dass p und q 
längs einer Charakteristik für alle diese Charakteristik enthal- 
tenden Integraloberflächen die nämlichen sein müssen. 
Für r, 5, t haben wir femer die Gleichungen : 
dp = rdx + sdy ^r + F^'dx = 

dq = sdx -htdy ds-k- F^'dx == 

* + F2"cfec=0 
und es ist : 

^ ^^ 5a; • 

Variirt man nun die erste Gleichung links und die beiden er- 
sten rechts, so folgt : 

= dr-^Qös ddr-hdF^"dx = 

= ds + Qdt dds + dF^'dx = 0. 

Die Gleichung drdx + dsdy = diflferenzirt, und die Grössen 
ddr und dds eliifiinirt, folgt unter Benutzung obiger Werthe für 
F^' und F/' : 

eine Gleichung, die offenbar identisch stattfindet. Ebenso 
würde die Variation der Gleichung dt-hF^'dx^O keine neue 
Gleichung zur Bestimmung der Variationen dr, ds, dt liefern. 
Diese verschwinden mithin nicht längs der Charakteristik. Das- 
selbe gilt von den höheren Differentialquotienten, wie man mit 
Hülfe einer ähnlichen Rechnung leicht erkennt. 

In einem Punkt $ einer Kurve K auf einer Oberfläche le- 
gen wir an die Oberfläche die Tangentialebene : 

^-i5=rp(|-a?)-i-g{i;— y) 
und thun das Nämliche für die in unendlich kleinen Distanzen 
aufeinanderfolgenden Punkte ^', ^", ... der Kurve K, Dann 
möge die Abwickelbare , welche die Hülle dieser Ebenen ist, 
»tangirende Fläche ersten Grades« heissen. Con- 
struirt man ebenso für die Punkte ^, ^', ^" ... der Kurve 
K die Flächen : 
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?-aarp($-a;)+f(i7-y)+ • 
+ 1 j r {i-x)*+2s[§^x) {7,-y) +t(fj-y}'\, 

SO heisse die Hülle dieser Flächen: Taug i.r ende zweiten 
Grades, u. s. f. 

Nunmehr kann man sagen : Alle durch eine Charak- 
teristik geführten Integraloberflächen der Glei- 
chung p+FssO haben in dieser Charakteristik die 
Tnngirende ersten Grades (die charakteristische Ab- 
wickelbare des §. 3SI) gemein. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie die Integraloberflächen 
der Differentialgleichungen zweiter Ordnung sich bei ihrem 
Durchgang durch ihre Charakteristiken verhalten. 

§. 90. 

Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Die Differential- 
gleichungen ihrer Charakteristiken. 

Wir geben den Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

die Form : 

r + F = 0, 

wo F nur von x, y, z, p, gr, s, t abhängt. Die partiellen Diffe- 
rentialquotienten von F werden wieder durch die entsprechen- 
den Initialen bezeichnet. 

Es seien N^ und N^ die Wurzeln der Gleichung : 

nach ^ aufgelöst, und wir setzen : 

Für die Charakteristiken hat man ausser den allgemeinen 
Gleichungen: 

dz ^= z dx -h z dy 

m m tn-h i 

insbesondere die Doppelschaar von Differentialgleichungen: 

dy^N^dx 

dr-hN'^ds -{-F^dx «0 
ds-^N^dt ^F'dx «0 



dz -hN^d z -H /^'*>(te = 
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Die Grösse P^ findet man, wenn man die Gleichung r + F= 
n — mmal nach x und mmal nach y differenzirt. Dies giebi: 






Die ol>en verzeichnete Doppelschaar von Differentialglei- 
chungen der Charakteristiken stellt zwei Schaaren vor, die man 
erhält, wie fdgt. Bei der ersten lassen wir die allgemeinen 
Differentialgleichungen unverändert und schreiben iü den be- 
sonderen A'^^ statt A'^^ , N_ statt N^ . Bei der zweiten schrei- 
ben wir in allen Gleichungen «{| statt d, i\r_ statt N^ und N^ 
statt N . 

Bei einigen Familien von Differentialgleichungen lassen die 
Gleichungen der Charakteristiken bemerkenswerthe Modifiea- 
tionen zu. 

I. Hat zunächst die Differentialgleichung r-hF=sO die 

Form 

r-hSs-hTt-hU=,0, 

wo S, r, U Funktionen nur von x, y, z, p, q vorstellen, so 
kömmt noch eine Gleichung hinzu, nämlich : 

oder 

dp + iV_ dq + Udx = 0. 

Man hat in diesem FaHe für die Variabein x, y, z, p, q die 
Differentialgleichungen : 

dz = pdx + qdy 

dy=sN^dx 

dp + N^dq + Udx = 0. 

II. Noch in einigen besonderen Fällen kann man für jene 
fünf Variabein drei Differentialgleichungen aufstellen, in denen 
nur sie vorkommen. 

Hat z. B. die Diflferentialgleichung r + F= die Form : 

r + Ss+Tt+A [rt-s^] + U=0*) , 

so kann man der Gleichung dy^ — -j— dxdy + -jj- dx^ = die 

Form: 

dy^ — Sdxdy + Tdx^ + A [dxdp + dyd^ = 



*) S. die §. ^5 citirte Abhandlung von Ampere. 
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geben. Daraus erhält man denn noch die Gleichung : 

dpdy + Tdqdx + Adpäq + Udxdy = , 

die auch, bezeichnet man mit iV^ die Wurzeln der Gleichung 

dy^'-Sdxdy'hTda^-hA(dxdp'hdydq)=zQi 

nach -—- aufgelöst, geschrieben werden kann : ''V 

dp-^N^dq-hUdx^O. 
Mithin lauten in diesem Falle die DiffereDtialgleichiingen 
der Charakteristiken für die Yariabeln Xj y, *^ Pj 9- 
dz ^^pdx-^qdy 

c^— Sdxdy + Tdoc^-hAldxdp-hdydq) = 
dp -hN^dq-hUdx=::0, 

III. Endlich ist noch anzugeben, in welchen Fällen die 
Grösse N_^ die Yariabeln s und t nicht enthält, wenngleich die 
Differentialgleichung in Bezug auf r, s, t nicht linear ist. Die 
allgemeinste Form der partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, für welche eine der Grössen A'^^ oderiV_ von s und/ 
unabhängig wird, ist folgende : 

F (x, y, z, p, gr, r + ys, 5 + 9«) =0, 
wo q> die Variabein ac, y, js, p, q enthalten kann. Die Wurzeln 

der Gleichung -g— dy* — ^ dxdy •+- -^ (fec*=rO, nach ^ auf- 
gelöst, sind dann : 



dF 



q> und 



his-^fft) 



bF 



d(r-i-y»)' 
Sollen beide Grössen iV^ und N_ von r, 5, J unabhängig 
werden, so fällt man auf die Gleichung r-¥-Ss-k-Tt-¥-Us=0. 

Die eben mitgetheilte Gleichung hat noch die ad 11 hervor- 
gehobene Eigenthümlichkeit , dass für ihr eines Charakteristi- 
kensystem die Variabein a?, y, z, p, q ebenfalls von drei Diffe- 
rentialgleichungen abhängen, in denen nur sie vorkommen. 
Diese Differentialgleichungen sind : 

dz=ipdx-hqdy 
dy=iq>dx 

Es muss mithin auf dies System von Differentialgleichungen 
ebenfalls die Monge' sehe Regel anwendbar sein, dass, wenn 
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es zwei Integrale assA, ß=^K zulässt, die Gleichung 9 (A, A|) ssO 
(wo @ eine willkürliche Funktion) ein erstes Integral der Diffe- 
rentialgleichung Fa= ist. 

§.91. 

Dififerenüalgleiohungen Bweiter Ordnung. Ergebnlas der Variation 
der Differentialgleichungen der CharakteristOken nach den 

Differentialquotienten von j(. 

Betrachten wir zunächst die IMfierentialgleichungen der 
Charakteristiken, in denen nur die Yariabeln cc, y, z^ p^ g, r, s, t 
vorkommen, nämlich : 

dz:sspdx-hqdy dy^N^dx \ 

dip^rdx-¥sdy dr + N ds-irF^dx^O l (j 

dq=ssdx-htdy (fo + iV^(ft+F/(te=:0 j 

Hierin ist : 

F^'=Pr^Qs-hZp'^X 

P^'^Ps-^Qt + Zq-hY. 

Yariirt man die sechs Gleichungen C nach den Grössen 
Pj q, r, s, t\ so ist offenbar eine üeberbestiramung der Va- 
riationen ip^ dq, 08, Sr, dt vorhanden, wenn die Form der Glei- 
chungen C nicht gewisse Bedingungen erfüllt. Ob dies der 
Fall sei, wollen wir nun untersuchen. Man hat erstens : 

1] <fiV^=0 

2) dp-hN^dq=zO 

3) ddp=:(Sr-k-N^ds)dx 

4) ddq^{d$-hN2dt)dx. 

Femer giebt unter Berücksichtigung vorstehender Gleichungen 
r + f = variirt: 

5) ddp-^N^ddq-h (Pip'^Qdq)dx^O, 

Endlich lauten die beiden letzten Gleichungen C, Kolumne 
rechts, variirt : 

^ddr + N^dds + dsdN^ -H dxSPQ = 
idds-h-Nld^t + dtdNl+dxdP' — O. 

Multiplicirt man die zweite Gleichung 6) mit N^ und addirt 
sie zur ersten Gleichung 6), so ist die resultirende Belation 
identisch mit derjenigen, welche man durch Differentiation von 

P. DO Bois-Bbtmond, Beitrftge. 48 



m; 
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6) erbWt, ftÄchdöm darin (dr + N^ Ss) dx und (ds -f- N^ dt) dx für 
ddp Üad ddq eingesetzt worden. Mithin reduciren sich die vor- 
stehenden sieben Yariationsgleichungen auf nur sechs wesent^ 
lieh verschiedene. 

Wir beginnen nunmehr mit der üntersuchung^der Diffe- 
rentialgleichung ad III des vorigen §, die wir uns auf die Form : 

r-f-jpÄ + ^(aj, y, », p, g, s-hq^^^ 
gebracht denken, und es sei : 

Nkutnt man zuerst an, dass g> keine von den 6i*9äi$en p, q 
enthält, so fällt auch Gleichung 4) fort und es bleiben so viel 
Gleichungen wie Variationen Übrig, näifolicb- ftltlf, iio dass die 
Yariationeln nicht verschi^Vindeii, sondern Differe:ftlia)gl€^khungeD 
genügen müssen. Es scheint dies also dtir analoge Fall zu 
sein, wie bei den linearen partiellen DiflferentialgleichuBgea 
erster Ordnung, wo ebenfalls läbgs der Charakteristiken die 
Variationen dp und d^ nicht verichwteden» 

Enthält femer ^ mindestens eine von <ien Yariabeln p und 
9, so folgt aus d^ = 0, dp-^ q>dq =& : 

dpt=0, dgasÖ. 
Da man hier 

dr + g)ds = 

^5 + q>3t = 
hat, so würden diese Gleichungen im Verein mit den Glei- 
chungen 6) vier Gleichungen für die drei Variationen dr, ds, St 
betragen, welche al^6 einef ÜöberböStimmung unterlägen, mit- 
hin verschwindet tnüssten, allein biet* tritt gerade der Umstand 
ein , dass die Form dieser vier Gleichungeta die Bediügungen 
erfdllt, vermöge deren die Variationen nicht versöbwinden, 
sondern Differentialgleichungen zu genügen haben« Wenn man 
nämlich die Gleichungen dr + q>ds = 0, d$ + g>d% =» differen- 
zirt, um aus ihnen und den Gleichungen 6) die Grössen ddr, 
ddSj ddt zu eliminiren, und bedenkt, dass auch ^iV.aeO ist, so 
folgt zunächst : 

-dy(d5+V;'di) +cte(dFo'+9)dF/) =0. 
Es ist aber in der Gleichung r+F=:0 im vorliegenden Falle 
P'=q>s-htff [Xj y, i5, p, g, 5 + 9)^), und eine leichte Rechnung 
^rgiebt die Identität : 
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Daher involviren in der That jene vier Gleichungen ^eine üe- 
berbestimmung für die Variatienen <fr, S», dt, und wir sefalies- 
sen daraus^ dass alle IntegraloberflSIchen der Glei- 
chung r-|i^ + i/^=sO, welche eine ihrer Charakteri- 
stiken passiren, darin nur die Tangirende eralen 
Grades gemein haben. 

Betrachten wir endlich die allgemeine Gleichung r-i-F=0, 
indem wir annehmen, dass die Grösse iV^ die Variabein ^,5^, 
s, tj oder von jeder Klasse p, q und ä, t mindestens eine ent- 
häK. Wenn Übrigens in N^ die Variabein p, q gar nicM ver- 
treten sind, so ist das Resultat dasselbe. Es ist nicht meine 
Absicht, hier die Elimination der Variationen auszuführen , da 
das Format dieser Beiträge so weitläufige Rechnungen nicht 
gestattet. Ausserdem hat die Rechnung an sich kein Interesse, 
und bezweckt nur eine falsche Gleichung schliesslich herzu- 
leiten, woraus dann folgt, dass die Variationen verschwin- 
den. Man kann übrigens, ohne die Rechnung wirklich durch- 
zuführen, übersehen, dass siß ein solches Resultat ergeben 
muss. 

Es seien dp, dg, ds, dt die zu eliminirenden Variationen : 
so wählen wir von den Gleichungen 4) bis 6) folgende fünf: 

dp-hN^dq = 
ddq=s{di^N^it)dx 
ddp -fr N^dSq -*- {Pdp + Qiq)d3D as 
. rfd#4-iV^ (**-+- cÖdiV^-HdflcdF/aaO. 

Wir diflferenziren die erste, dritte und vierte Gleichung einmal; 
die zweite zweimal, und erhalten so im Ganzen zehn (Jleichim- 
gen für die neun Verhältnisse der Grössen : dp, dg, d«, dt, ddp, 
ddq, d^dpj d^dq, ddßj ddt. 

Hat man diese elimii>irt , so enthält die ^esuitirepde den 
Term (pN, welcher seinerseits die in der Elimioationsgleichung 

übrigens nicht vorkommenden Grössen jjj^, S»St?' ^^^' ®^*^ 
hält. IHe dritten Differentiale von F treten sonst pur noch ijd 
der Gleichung ddN± = auf , wo F aber immer mindestens 
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zweimal nach den Grrtfssen p, q, s, t differenzirt ist. Die höch- 
sten in. der Eliminationsgleichung und zwar in d^i^T vorkommen- 
den Differentialquotienten von z sind vierter Ordnung. Wird 
r-f-JPfKO dreimal differenzirt, so erhält man fünfte Differential- 
quotienten von js. Aus den vier dritten Ableitungen von r-i-FssO 
kaim man aber die sechs fünften Differentialquotienten von z 
nicht eliminiren , mithin kann durch Differentiation und Elimi- 
nation keine Gleichung aus r-l-JPssO hergeleitet werden, die 
dritte Differentialquotienten von F und keine fünften von z 
enthält. 

Hieraus folgt denn, dass die vorstehenden fünf Gleichun- 
gen eine Ueberbestimmung der Variationen d^, dq, ds, dt in- 
volviren, also dass diese verschwinden, mithin, dass sämmt- 
liehe, eine Charakteristik passirende Integralober- 
flächen der Gleichung r + F=sO darin die Tangirende 
zweiten Grades gemein haben, sich darin oscu- 
liren. 



§. 92. 

Die Variationen der dritten i;ind höheren Differentialquottenten. 

/ 

Um diese Untersuchung zu vollenden , haben wir noch zu 
prüfen, ob die Variationen der dritten und höheren Differen- 
tialquotienten verschwinden. Für die dritten Differentialquo- 
tienten a, b, C, b gelten die Gleichungen : 

dr =5 adx + idy doL-^N^db-k-F^'dx = 

dt ^tdx + \>dy dc-i-N^db-hF^'^dx^O. 

Hierin ist : . 

dx dx dx di0 ^ dcD d0 
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Setzt man nun in obigen Differentialgleichungen N^dx für 
dy, variirt sie nach a, 6, c, b allein (weil die Variationen öpj dq^ 
dr, ds, dt, SN, , dN^ mit allen ihren Differentialien verschwin- 
den, differenzirt die linke Cotumne und eliminirt dann die 
Grössen dda, ddb, ddt ddb^ so folgt : 

(dF^"'^N^dP,")dx^dN^ [äb-hN^öc] 

Wegen N^-^N^ =S, N^N^=T, db+iV^ A:=:0, Jc+iV^ab^O 
hat man aber : 

dN^{3b'hN^dc]^dS3b'^dTdc 

dN^(dC'^N_.db)=dSdc+dTdt>. 

Unter Zugrundelegung der oben angeführten expliciten Aus- 
drücke für Fq% F/', F^" kann man von den Gleichungen : 

(ÖFQ"-hN^dF,")dx=dSdb'^dTdc 
(SF;''hN^dF^")dx=dSdC'^dTit>, 
indem man die Variationen und Differentiationen ausführt, nach- 
weijsen, dass sie Identitäten sind. Also können aus den obigen 
Differentialgleichungen der Charakteristiken für die dritten 
Differentialquotieuten die Variationen da, &b, dt, <Jb nicht eli- 
minirt werden, und die Bedingung: die Integralober- 
fläche müsse durch eine Charakteristik gehen, 
enthält keine Bestimmung für die dritten, und — 
ich darf wohl ohne Weiteres hinzufügen — für die höheren 
Differentialquotienten von sr, so dass die Integral- 
oberfläche bis auf ihre Tangirende zweiten Grades 
unbestimmt bleibt. Davon nämlich , dass die Variationen 
der höhereu Differeutialquotienten von z nicht verschwinden, 
überzeugt man sich auf ganz ähnliche Weise, wie von dem 
Nichtversch winden der Variationen da, db, de, &0, 

Ich werde im folgenden §. noch die Differentialgleichungen 
der Charakteristil^en der partiellen Differentialgleichungen drit- 
ter und höherer Ordnung mittheilen, die gegenwärtige Untere 
suchung für diese Differentialgleichungen aber nicht anstellen, 
theils weil man dabei auf neue, nicht in der Kürze zubeseitig'etide 
Schwierigkeiten, die ich sofort näher bezeichnen werde, stdsst, 
theils weil es mir hauptsächlich darum zu thun ist, zunächst in 
das Verständniss der partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung einzudringen : überzeugt, dass mit diesem Verstand- 
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tiifes derSchttlssel m den partfellen Differentia^leichul^eki aller 
Ol^dMngc»! gewonnen ist. 

§. 93 

aieichungen der Charaktexivtlkeki drtr paaHiett^ DiÜfelrMitial- 

gleidhnngealiöherer OkLnxiBfeeh. 

Es sei a4-F=50 eine partielle Dittenrenfialglelchung dritter 
Ordtt^mg , i^ der 2^ von ^de^ dritten Differentialqaotienlen nur 
b, c, b enthält. Bezeichnet man mit ^, @, ^ (fie DiSeVtotial- 
quotienten von Fnach 6, c, b, nnd mit iV^, iVg, iV, die Wurzeln 
der Gleichung : 

nach -^aufgelöst, dann ist die ein^ Soha'ar de'r 'Gleichimgen 
der Charakteristiken : 

etc. »0 
'F^j' ütid F/ etc. ei*hrilt man aus den Gleichungen: 

^+©ä+(Eä+$Dz+F^'=0 

« S 8 

ä+©z+6z+!J)z-i-F/äO 

1 t 8 4 

etc. =0. 
Dazu kömmt dann die Gleichung dy=sN^dx und die Scbaar der 

'Grieichungen : dz ^ss z dx -h z dy. Die 'beiden änderen- Schaa- 

ren erhält man, wenn man statt der IndicesJ, 2, 3 das eine 
Mal Sl, 1, 3, das andere Mal 3, 4, 2 schreibt; und stiäitt d das 
eine Mal dp das andere Mal d^ schreibt. 

. Nehmen wir nun an , wir hätten es mit einer partiellen 

Diffe^^ntiälgleiöhung wter Ordnung von d^r Fortn : »4-l^ä50 äu 

o 

n 

thun, und bezeichnen mit Z den Dififerentialquotienten von 



n n 



z-^F nachj!^ und mit iV^, iVj, ...N^ die Wurzeln der titetohüng: 
p 



pmo ^ ' 



'/ p 
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nach ~ aufgelöst, so hat die erste Gleichung der ersten 
Schaar Differentialgleichungen der Charakteristiken die Form : 

dzrhdz(N^'h...Nn)'^.(&(NiN.-hN.N^^....) 

Ol % 

-#-etc. + d ÄiVj ... iV^j + F^j cte =s 



n— 1 



und es ist nach dem Früheren wohl überflüssig, länger bei 
diesem Gegenstände zu verweilen, da sich die übrigen Glei- 

chungen der Charakteristiken im Falle der Gleichung j;f+F=0 

auf ganz analoge Weise wie bei den Differentialgleichungen 
zweiter und dritter Ordnung ergeben. 

Dagegen ist über die Ausdehnung der Betrachtung des 
vorigen §. auf die partiellen Differentialgleichungen dritter und 
höherer Ordnung noch Einiges zu bemerken. 

Fasst man von der ersten Schaar Gleichungen der Cha- 
rakteristiken der Gleichung a-#-F = diejenigen ins Auge, 
welche nur die Variabein : cd, y, z, p, q, r, s, t, a, 6, c, b ent- 
halten , so hat man hier ausser der Gleichung dy^N^dbc noch 
zwei Differentialgleichungen der Charakteristiken und von den 
allgemeinen Differentialgleichungen sechs. Dies macht neun 
Gleichungen auf zwölf Variabein, und wenn wir eine der Va- 
riabein noiit Hülfe der Gleichung a+F^O elioiiniren, so blei- 
ben acht Gleichungen auf elf Variabein. Um eine individuelle 
Charakteristik zu erhalten , müssten wir daher zwei Gleichun- 
gen nach Belieben hinzunehmen, und könnten zu diesem Zweck 
offenbar die Gleichungen der Projectionen der Charakteristik 
wählen. 

Wann: nun |bei den. Differentialgleichungen dritter Ordnung 
ähnliche Bescbränkungen wie bei den Differentialgleichungen 
erster und zweiter Ordnung für die Integraloberflächen, welche 
eine Charakteristik passiren, einträten, so würde hier ein Wi- . 
derspruch mit den .Resultaten des Kapitels XV stattfinden, 
nach dQuen bei den Integraloberflächen der Differentialglei- 
chungen dritter Ordnung längs einer gegebenen Kurve ^ie er- 
sten und zweiten Differentialquotienten von z willkürlich sind : 
ein Widerspruch deshalb, weil wir eben sahen, dass beide 
Projectionen der ^Charakteristiken n^pb Willkür ^ijigenpnxin^ 
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werden können^ dass also bei den Differentialglei- 
chungen dritter Ordnung und a fortiori hei denen 
höherer Ordnung jede Kurve im Räume Charakteri- 
stik sein kann. Nun findet aber, wie ich aus Gründen, die 
ich hier noch nicht darlegen kann, schliesse, das Gesetz statt, 

n 

dass alle Integraloberfiächen der GleichungÄ-#-Fs=0, 

o 

welche eine Charakteristik passiren, darin die 
Tangirende nter Ordnung gemein haben müssen. 
Hierin liegt die am Schluss des vorigen §. erwähnte Schwie- 
rigkeit. 

Die Art, wie ich glaube, den bezeichneten Widerspruch 
lösen zu können, ist folgende. Es sei 

n 

die Gleichung einer Integraloberfläche der Gleichung z+F=0, 



so kann man mit Hülfe der Gleichung /=sO z und alle DiflFeren- 
tialquotienten von z von den ersten bis zu den nten incL als 
Funktionen von x und y ausdrücken und sie in die Gleichung : 

^MPU) z = o 

einsetzen. Die Auflösung dieser Differentialgleichung würde 
n Schaaren von Charakteristiken auf der Oberfläche /*=0 lie- 
fern. Jede andere Kurve auf der Oberfläche /"äO kann 



zwar eine Charakteristik der Gleichung z-hFssQ 



n 

Z 





sein, d. h. die Charakteristik einer anderen Inte- 
graloberfläche dieser Gleichung sein, nie aber eine 
solche der Oberfläche /"äO. Umgekehrt sieht man ein, 
dass man durch eine gegebene Kurve einmal Integraloberflä- 



chen der Gleichung js+F=0 legen kann, für welche die Kurve 



zu einer der n Charakteristikenschaaren der Integraloberflä- 
chen gehört, und dann solche Integraloberflächen, für welche 
dies nicht der Fall ist. Und ich behaupte nun, dass alle Inte- 
graloberflächen der Gleichung js-t-F = 0, welche 



durch eine gegebene Kurve gehen und zu denen 
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diese Kurve Charakteristik ist, in dieser die Tan- 
girende nten Grades gemein haben. 



§. 94. 

Ueber einen FaJl bei den partiellen Differentialglelohmigen awei- 
ter Ordnung, der bei den bisherigen Betrachtungen übergangen 

wurde, nämlioh wenn N^ = iV_ ist. 

Dieser Fall ist von Interesse, weil die Differentialgleichun- 
gen, bei denen N^ =siV_ ist, unter den partiellen Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung eine besondere und scharf 
geschiedene Klasse bilden. Welches die Form dieser Klasse 
von Differentialgleichungen und ihre wichtigste EigenthUmlich- 
keit sei, ist bereits §. 23 gezeigt worden. In Bezug auf die §. 94 
u. 92 untersuchten Eigenschaften der partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung zeigen sie gleichfalls ein von den 
übrigen gänzlich abweichendes Verhalten. 

Die Differentialgleichungen ihrer Charakteristiken für die 
Variabein a?, y, ä, p, q, r, s, t, setzen wir N^ = N_ =iV, lauten: 

djs =s (p + Nq) dx dy ä Ndx ^ 

dp^{r -hNs) dx dr -^Nds-h F^'dx^O . C. 

dq=^(s '^Nt)dx ds -k-Ndt-^F^'dx^^ 

Wenn zunächst N nur x^ y, ä, enthält, die Differential- 
gleichung also die Form r + %Ns + NH ^-U=sO hat , so kommt 
noch die Gleichung : 

dp+Ndq-^Udx^sO 

hinzu, wo U von x, y, ä, />, q abhängen kann. Variirt man 
nun vorstehende Gleichung und die Gleichung djs= [p'^Nq)dx 
und differenzirt noch die letzte, so erhält man die Gleichungen : 

dp-^Ndq^O 

ddp -^ Nddq H- dqdN ^ 

ddp •+- Nddq + dUdx=^ 0, 

aus denen unbedingt folgt : 

öp — 0, dq=0. 

Ferner geben die zwei letzten Gleichungen jeder Columne C 
variirt, und die Gleichungen aus der Columne linker Hand 
ausserdem noch differenzirt : 
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dös + NdSt-^dtdN = ddsH-Nddt + dP^'dx » 
Hieraus folgt, wie man auf den ersten Blick sieht : 

<Jr = 0, d5 = 0, di=0 

und ebenso genügt ein Blick auf die im §. 92 gegebenen Diffe- 
rentialgleicbangen der Gharakieristä^eoL Air die ^litlea DiSSe- 
rentialquotietiten, um zu erkennen, dass auch xier^d Variatio- 
nen verschwinden, u. s. f. Kurz föngs ^iner Charakteristik 
dieser Gleichungen sind alle Differentialquotienten der die 
Charakteristik passirenden .Integraloberfläche bestknmt. Mit 
andern Worten : es geht nur eine IntegraloberflHcbe durch die 
Charakteristik, die Integraloberfläche ist YoUkommen bestimmt 
durch die Bedingung, sie müsse durch eine gegebene Charak- 
teristik gehen. 

Dasselbe findet statt, wenn man in Betreff der Grösse JV 
gar keine Annahme macht. Denn auch dann folgt aus den 
Gleichungen : 

dp-^Ndq^O 

ddp + Nddq + {Pdp + Qdq) da? = 0, 

dass die Variationen dp und dq verschwinden, und hieraus er- 
giebt sich wieder, ganz wie wir dies so eb^n gesehen haben, 
dass die Variationen der Differentialquotienten aller Ordnungen 
verschwinden müssen. 

* 

Wir schliessen somit, dass die Integral Oberflä- 
chen der Gleichung r-f-F=0, wenn vermö.ge ihrer 
Form N.=sN^ ist, vollkommen bestimmt sind durch 
die Bedingung, eine gegebene Charakteristik pas- 
siren zu müssen. 

Diese Klasse von Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
hat also merkwürdiger Weise mit der partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung das gemein , dass ihre Integralober- 
flächen bestimmt sind durch die Bedingung , eine Kurve ent- 
halten zu müssen. Diese Kurve ist aber wieder im Gegensatz 
zu den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung bei 
der uns beschäftigenden Klasse von Differentialgleichungen 
eine Charakteristik. In den Gleichungen dieser Cbarakteri3tik 
kann nur eine willkürliche Funktion vorkommen. Man Js^na 
daher sagen, dass die Integraloberfläcben der in Rede stehen— 
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den Differentialgleichungen von einer willkürlichen Funktion 
abhängen — soweit wir sie nämlich bis jetzt kennen. Ich 
komme noch ausführlicher auf denselben Gegenstand zu sj>re- 
chen, nachdem ich über das »Problem der Reduction der li- 
nearen l>ifferentialgl0ichungen(( einige iSemerkiffigen werde 
vorangeschickt haben. 



§. 95. 

I>as Problem der BeductiLon der Differentialgleichimgen von der 

Form r + 5«+ Tt+ U= 0. 

Ich verstehe darunter die Aufgabe, diese Differentialglei- 
chung durch Substitution auf eine der Formen 

s = q> [x, y, z, p, q), r oder ^«=gp {x, y, z, p, q] 

zurückzuführen, jenachdem N^ nicht gleich oder gleich iV_ 
ist. Diese Aufgabe, mit der sich AiipfiiiE beschäftigt hat, ist 
bis jetzt nur in wenig Fällen gelöst*) , und ich beabsichtige auch 
hier weiter nichts, als sie in diesem kurzen Abriss einer Gha- 
rakteristikentheorie nicht zu übergehen, und eine für das fol- 
gende wichtige Bemerkung an ihre Besprechung zu knüpfen, 
Wenn S und T nur x und y enthalten , ist die Reduction 
leicht. Ich nehme an, i ) N. sei nicht gleich N , ^und 

seienj die Integrale der Gleichungen dytssN^dx, d^y^N^d^x^ 
§ und rj die Integrationsconstanten. Führt man nun § und iy 
statt X und y als neue Variabein ein, und bezeichnet mit tt, x 
die ersten, mit ß, a, % die zweiten Dffferentialquotienten von z 
nach I und iy, so ist : 



*) Laplace hat diese Reduction, soviel ich weiss, zuerst, und zwar bei 
den linearen Differentialgleichungen mit constanten Co^fficienten ange- 
wandt. (Jöum. de VBc. Pol. Till. Band, §. 235: Sur les Integrales d4ßnies 
des ^quations ä diff^rences partielles.) 

Ich bemerke noch, dass Ampere die Reduction zur Integration der 
partiellen ;DiflfereHtialgleiehungen zweiter Ordnung In solchen Fällen be- 
nutzt, wo die Di£ferenti«^lgteichuQgen der Charakteristiken moe integrabele 
Combination zulassen. Diese Untersuchung befindet sich in seiner Ab- 
handlung (4'8tes Heft des Joum. de VEc. pol'il.) im §. IV, dem wichtigsten 
seiner tiefsinnige Arbeit. ' 
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das . dy / 

^^p^ + q^ 

ö«a? , b*y , bx bx (bx by , ^ dy\ , .by by 

''^Pm;,^'im^'^''if'b^'*'^\j^b';i^b^w)^^w^' 

by by 

Nach dem Obigen ist aber -^ = — iV . , -^ = — iV . Da- 

° bx "^^ ox ~" 

durch wird der Ausdruck für a : 

und wegen S = A^^+iV_, r=iV^iV_ enthält diese Formel 
die gewünschte Reduction. Die Werthe der Differentialquo- 
tienten von X und y nach ^ und i; folgen auf bekannte Weise 
aus den Gleichungen i^=|, i^^=siy. 

Wenn 8) N^ = N_=N ist, so lautet die zu reducirende 
Differentialgleichung : 

und es sei 

das Integral der Differentialgleichung dy^^Ndx. Statt der Va- 
riabein X und y führen wir als neue Variabein § und rj ein, wo 
^ mit X und y durch eine beliebige Gleichung verbunden ist, 
und bezeichnen, analog wie oben, mit tt, x die ersten, mit 
^, a, T die zweiten Differentialquotienten von z nach f und iy. 
Dann ist : 

__^ da? dy 

"™^ dl} ^ dl? 

wegen -J^ = ^ = iV. Diese Formeln enthalten wiederum die 

verlangte Reduction. 

In Betreff der Reduction der Gleichung r + 2JVs -J- iV*i = (/ 
füge ich noch folgende Bemerkung hinzu. Nimmt man an, 
dass N alle Variabein a?, y, js, p, g enthalten kann, und die 
Differentialgleichungen der Charakteristiken lassen eine inte- 
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grabele Gombination zu, welche das Integral tp [x, y, z,py q)^i] 
liefern mag : so kann man als neue Yariabeln ^ und tj ein- 
führen, wo nun ^ von o?, y und so vielen Differentialquo- 
tienten von % , als man will , abhängen darf. Nur müssen aus 
den Ausdrücken für die Differentialquotienten n:, x, ^ die 
Differentialqiiotienten p, 9, r, s, t eliminirt werden können ; 
und da obendrein q die zweiten Differentialquotienten von x 
nach ^, und folglich die dritten von z enthält , so beschränkt 
diese letzte Forderung die Ausführbarkeit der Reduction. Hier- 
tiber, und über die Reduction der Gleichung r+S^-i- 21-4-1/= 
auf die Form 5=9), wenn die beiden Schaaren von Differential- 
gleichungen der Charakteristiken jede eine integrabele Gombi- 
nation zulassen, s. AmpI^re 1. c. 

Um nun zum eigentlichen Gegenstande dieses §. zu kom- 
men, betrachten wir wieder die Gleichung r-i«-2iV]j-#-iV*/+t/"=0 
unter der Annahme , dass iV^ und U alle Variabein a?, y, ä, p, q 
enthalten können. Die Differentialgleichungen ihrer Gharakte- 
ristiken für diese Variabeln sind : 

dy=sNdx 

dz^{p'hNq)dx 

dp-hNdq-^Udx^^O. 

Wir können hier eipe Projection der Gharakteristiken willkür- 
lich annehmen. Es sei z. B. tp [x, y)^ti die Gleichung der 
xy Projection der Gharakteristiken. Für einen bestimmten 
Werth von tj liefern uns die obigen Gleichungen eine vonz wei 
Parametern abhängige Gharakteristik, und denken wir uns 
diesen Parametern feste Werthe ertheilt, so erhalten wir 
durch Variation von 1; eine Schaar von Gharakteristiken. Von 
dieser Schaar fassen wir jetzt ein Individuum ins Auge. Wir 
legen durch diese individuelle Charakteristik die Integralober- 
fläche, welche durch sie bestimmt ist (§. 94) , und es leuchtet 
ein, dass die übrigen Charakteristiken dieser Integraloberfläche 
im Allgemeinen nicht mit der Schaar, deren Projection i/; = iy 
ist, zusammenfallen werden. Daraus geht klar hervor, dass 
gerade innerhalb dieser einen Charakteristik, und sonst im All- 
gemeinen nicht, die Differentialgleichung die Form r == 9 an- 
nehmen wird. 

Wenn man also das Integral der Gleichung- 
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in Reibettform erhalten will, und man wählt sur AusgMoigs- 
kurve eine beliebige Charakteristik, so kaao man das Integral 
der vorstehenden Gleichung entwickeln, ab ab sie die Form 
rxs^ hS^te, daher Behufs der ReihenentwidLehmg die Re- 
duction als geschehen angesehen werden darf. W«m ich 
mithin im Folgenden auf einige Eigenschaften der Gleichung 
r SB ^ (x, y, js, p, q] zu sprechen komme, so wird das Vorge- 
brachte auch ohne Einschränkung von der Gleichung 

gelten, wo N und U von x, y, z, p, q abhängen dttrfen. 
Was die Reduction der Gleichung 

betrifflt, so hat es, sobald N^ von p und q abhängt, seine 
Schwierigkeit, sie auch nur für eine Charakteristik dy=sN^dx 
zu bewerkstelligen , weil , wie wir wissen , p und q längs der 
Charakteristik nicht variabel sind, die Schaar der Charakteri- 
stiken diyssN^d^x also die als Ausgangskurve zu betrach- 
tende Charakteristik dy=sN^dx nicht unter willkürlicher Nei- 
gung passiren darf. Dies darf sie nur dann, wenn in N_^_ nur 
Xj y vorkommen. 

So viel über das Problem der Reduction der linearen 
Gleichungen. In den folgenden §§. werde ich mich noch mit 
der Gleichung r^y, deren allgemeinere Rolle wir gegenwärtig 
kennen, beschäftigen. 

§. 96. 

Beihenentwickelung des Integrals der Gleichung 

r-ff[x, y, z,p, q). 

Die Charakteristiken dieser Differentialgleichung haben 

die Gleichungen : 

y issconstam 

dz^ss^pdx 

dp SS. q>dx 

ds ssi-^dx 
dy 

. etc. 
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Charakteristik ist also hier jede Kurve , die in einer Ebene 
liegt, für welche y constant ist. 

Üifferen^iren wir die Gleichung rsy 1) gar nicht, 2) nach 
a?, 3) nach y, 4) zweimal nach a?, 5) nach (c und y, 6) zweimal 
nach y, u. s. f., so enthalten die resultirenden Gleichungen 
ausser at?, y, ä, p, g : 

1) r 

2) r,s,a 

3) s,t,i ^ 

4) r, s, a, B, Ä 



{ 
1 







2 

4 4 ft 



5) r, 5, ^, 6, c, z 

4 

6) 5, f, c, b, z 

7) r, s, a, B, js, js, z 

• ft 

etc. 
Diese Gleichungen sind au verwenden, um die DifiFeren- 

tialquotionen z durch cc, y, z und die Ditferentialquotienten js 

m 

auszudrücken. Denn 9 folgt aus rss^; s aus 2) ; ^ und 6 aus 

4 4 B 

3) und 4) ; c und z aus 5) und ^); ij z und z aus 6), 8) und 11); 

1 S i 

u. s. f. Daher sind, unter der Bedingung, dass die Ausgangs- 
kurve eine Charakteristik sei, alle Coöfflcienten der Reihe 
Jz = pz/a? + qJy •+- etc. bestimmt. 

Denken wir uns nun das Integral der Gleichung r = 9 in 
eine Reihe von der Form : 

Jz =*p^a?H- qf^y •+- -^irJx^ -#- isJxJy + tJy^ \ + etc. 

entwickelt, und zur Grenzkurve irgend eine Kurve aj = i//(js), 
y = tlß^(z) gewählt. Dann ist : 

pw + gv = 1 , 

wo WÄr-—^, ^ — -^ • Nun sollen, wie früher (§. 86), sc, y und 

alle Co^fflcienteu p, q, r, ä, ^, ... als Funktionen von z ausge- 
drückt werden. Aus der Gleichung pu-^qvssi folgt (§. 84) 
eine Schaar Gleichungen von der Form : 

t^**5 + m<'*^*t;^ + etc.+ü<*)=0 .... 17 
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wo in iK**) nur Differentialquotienten bis zur n— \ sten OrdnuDg 
incl. vorkoniTnen. Betrachtet man nun das eingangs dieses §. 
gegebene Yerzeichniss der durch Differentiation von rss^ er- 
haltenen Differentialquotienten, so erkennt man alsbald, dass 
die durch Differentiation von rssq> erhaltenen Gleichungen und 
die Gleichung U für die nte Ordnung n Gleichungen betra- 
gen, also eine zu wenig, um die Differentialquotienten zu be- 
stimmen, deren die nte Ordnung n+1 hat. Mithin ist auch hier 
die Zurhülfenahme noch einer Gleichung : 

L (öc, y, «7 p> 9) = 

nothwendig, und wir köniien den Grenzbedingungen wieder 
die Form : 

geben. Um z. B. die Coöfficienten des Gliedes dritter Ordnung 
der Reihenentwickelung Jz =r etc. zu bestimmen , findet man 
aus p = U, q=:V die Gleichungen : 

u^fi -4- iuvi + vh = l/j 

w*6 + 9uvc + t^*b = Fj 
und aus r = 9 folgt : 

a=cX'^pZ -hrP-hsQ 

b^Y-^qZ + sP-^tQ 
u. s. f. für die Glieder höherer Ordnung. 

Es kann also gar kein Zweifel sein , dass die eben ange- 
deutete Reihenentwickelung ein Integral mit zwei willkürlichen 
Funktionen *) der Differentialgleichung r = 9 ist : die eine ist 



*) Um gerade hier, wo es mir auf präcise Definition der willkürli- 
chen Funktionen ankömmt, jede Dunkelheit zu beseitigen, mache ich 
darauf aufmerksam, dass die Grenzbedingung, der zufolge eine Inte-, 
graloberflüche eine gegebene Kurve im Räume enthalten soll, stets nur 
einer willkürlichen Funktion bedarf, um erfüllt zu werden ; obgleich die 
beiden Projectionen der Raumkurve scheinbar zwei willkürliche Funktio- 
nen in das Integral einführen : wie ich auch {§. 48) dem Integral der par- 
tiellen DiiTerentialgleichung erster Ordnung, welches gewiss nur eine will- 
kürliche Funktion enthalten kann, diese Form mit zwei willkürlichen 
Funktionen ertheilt habe. Dass zwei willkürliche Funktionen in einem In- 
tegral, die den beiden Projectionen einer Raumkurve entsprechen, immer 
auf die Durchschnittskurve der Integraloberfläche mit einer festen Ober- 
fläche, z. B. eine Coordinatenebene, d. h. auf eine willkürliche Funktion 
zurückführbar sind, erkennt man sofort, wenn man bedenkt, dass der In- 
begriff aller Kurven auf einer Integräloberfläche , die ja nach einer will- 
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die willkürliche Ausgangskurve, die andere die Neigung, unter 
der sie von der Integraloberfläche passirt wird , welche Nei- 
gung die Gleichung L ss bestimmt. Und dass dies Integral 
mit zwei willkürlichen Funktionen sich nicht zurückführen lässt 
auf jenes mit einer willkürlichen Funktion, bei dem die Aus- 
gangskurve eine Charakteristik ist, dies werde ich durch fol- 
gende geometrische Betrachtung zur Anschauung bringen. 

Man denke sich eine Ebene jF, für die y constant ist und 
den Werth c haU Jede Kurve auf der Ebene E ist eine Cha- 
rakteristik der Gleichung r=5p. Durch E legen wir eine an- 
dere Ebene 6, welche ebenfalls die z Richtung enthält und mit 
der Ebene E irgend einen endlichen, aber kleinen Winkel ein- 
schliesst. 

Jede Kurve auf der Ebene E bestimmt eine (§. 94) durch 
sie gehende Integraloberfläche der Gleichung r=y. Die zu 
einer gegebenen Kurve C auf der Ebene E gehörige Integral- 
oberfläche mag die Ebene @ in der Kurve Ä treflen. Und ich 
mache nun die Voraussetzung, die gewiss unanstössig sein 
ward : dass jede neue Kurve C eine neue Kurve Ä bestimmt, 
d. h. dass allgemein zureden, wenn C in C+(JC übergeht, 
fi in Ä + dÄ übergeht, wo 8^ nicht verschwindet. Hieraus 
folgt aber unbedingt, dass wenigstens innerhalb eines be- 
stimmten Gebietes auf der Ebene (S zu jeder gegebenen 
Kurve Ä eine Charakteristik C gehört, deren zugehörige Inte- 
graloberfläche durch Ä hindurchgeht. (Um sich die Richtigkeit 
dieses Schlusses ganz klar zu machen, muss man sich die 
Ebenen E und (S zunächst einander unendlich nahe denken, 
worauf man dann sieht, dass der Schluss auch für eine end- 
liche hinreichend kleine Entfernung gelten muss.) Analytisch 
bedeutet dies : weil in der Gleichung der Integraloberfläche 
eine willkürliche Funktion vorkömmt, muss diese so bestimmt 
werden können, dass die Integraloberfläche durch eine belie- 
bige Kurve auf der Ebene @ hindurchgeht. Es folgt noch 
hieraus als Corollar, dass die Integraloberfläche nicht etwa 



kürlichen Funktion variiren, durch die eine Durchschnittskurve der Inte- 
graloberfläche mit der festen Oberfläche vertreten werden kann. Dagegen 
führt die Bedingung 1 = längs der Grenzkurve eine zweite willkürliche 
Funktion in den Werth von 2 ein. 

P. Dir Bois-BSYMüND, Beiträge. i| ^ 
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ausser von der Grenzkurve auf der Ebene E (y«c) noch von 
c abhängt, da alle zui^ gehörigen Iniegraloberflächen auch die 
zu En gehörenden erschöpfen und umgekehrt. Nach diesen 
Bemerkungen ist klar, dass die obige Voraussetzung im Grunde 
genommen das, was bewiesen werden soll, voraussetzt. Wenn 
nfimlich jede Kurve ^ nur eine Kurve C bestimmt, so kann 
man durch eine Kurve St nicht beliebig viele Integralober- 
flächen hindurchlegen, wie es doch die obige Reihenentwicke- 
lung gestattet , sondern durch eine Kurve S kann nur eine In- 
tegraloberfläche gelegt werden, die unter den zu den Cha- 
rakteristiken C gehörigen Integraloberflächen vertreten ist. 
Woraus hervorgeht, dass die Zahl der letzteren nicht gleich ist 
der Zahl der in der allgemeinen Reihenentwickelung enthalte- 
nen Integraloberflächen, dass also das Integral mit zwei will- 
kürlichen Funktionen nicht ohne Beschrähkung seiner Allge- 
meinheit auf das mit einer willkürlichen Funktion zurückgeführt 
werden kann. 

Wir haben nun bei den Diflerentialgleichungen von der 
Form r=sg) die Existenz zweier Klassen von Integralen kennen 
gelernt. Es ist aber hier noch nicht der Ort, deren Interpre- 
tation zu versuchen, also zunächst nachzusehen, ob die Reihen, 
durch welche die Integrale mit zwei willkürlichen Funktionen 
ausgedrückt, oder die polyedrischen Oberflächen, durch welche 
sie dargestellt werden , • im Allgemeinen gegen Grenzen con- 
vergiren. Dagegen werde ich auf eine Bemerkung Poissor's 
über diesen Gegenstand*) eingehen, die er an die Reihenent- 
wickelung des Integrals der Gleichung r=(jr knüpft, und mit 



*) An mehreren Orten u. a. Ec. polyt. 18. Heft, S. 4 07, ferner Digres- 
sion sur les ^guations aux difförences partielles in seinem Traitd de M^canique 
und seiner Thäorie de la chaleur. 

Auch Laplace giebt eine der Poisson' sehen ähnliche Zurückfuhnmg 
der beiden Integrale auf einander , indem er von den bestimmten Integra- 
len ausgeht {Ec. Polyt. 15. Heft, S. 238). 

In demselben Sinne spricht sich Fourier aus {Theorie de la ehaleur, 
Section IV, comparaison des integrales, hauptsächlich S. 54 6 u. 517). 

Die im Texte ausführlich dargelegte Schwierigkeit haben die oben er — 
wähnten Geometer sämmtlich gefühlt, allein da sie sich besonders bemerk — 
lieh macht, wenn man versucht, die Integrale geometrisch zu interpretiren ^^ 
was jene Mathematiker nicht gethan haben, so erklärt es sich, dass sie si^B 
mit der im Texte reproducirten Transformation Poisson's ftlr erledig^ 
hielten. 
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der mir das Problem noch keineswegs befriedigend gelöst zu 
sein scheint. 

Indem er nämlich, wie wir im folgenden §. sehen wer-« 
den, das Integral der Gleichung rosq nach Potenzen von y ent-* 
wickelt (d. h. nach den von uns angewandten Ausdrücken und 
Bezeichnungen Jx und y in Jy^srj-^y gleich Null setzt, und 
zur Ausgangskurve eine Charakteristik wählt, für die ysO ist) 
enthält die Reihe aus Gründen, die wir kennen, nur die will- 
kürliche Funktion js von x. Entwickelt er aber nach a?, d. h. 
wählt er zur Ausgangskurve eine Kurve, für die ir=0 ist, so 
enthält das Integral zwei willkürliche Funktionen von y. In- 
dem er darauf diese nach y entwickelt, gelingt es ihm zwar, 
beide Reihenentwickelungen zur Deckung zu bringen. 

Da dies mit den bisherigen Resultaten in direktem Wider- 
spruch steht, die Frage aber, weil sie eigentlich die ganze Klasse 
von partiellen Differentialgleichungen, für welche iV^=iV_, 

betrifiPt, von Wichtigkeit ist, so werde ich zum Zwecke späte- 

« 

rer Lösung diesen Widerspruch schttrfer formuliren. 

§.97. 

Ueber die doppelte Beihenentwickelung des Integrals der 

Qleichung r=^q. 

Hat z der Differentialgleichung r=9 zu genügen, so findet 
man, jenachdem man es nach Potenzen von y oder von x mit 
Hülfe des MACLAURiN^schen Satzes entwickelt : 

^ äy^ dy 3 1 dy* 4 ! dy* 5 1 ' 

In Zq ist y ; in js®, p® ist x gleich Null gesetzt zu denken. 



*) Die Summen der beiden Reihen sind : 



4 T"^** - 

1. g^-r=:rl (f (aj+2i#/y)c-«**dti 

I C^Uu er CD* 1 X r SP* 1) 
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Gemäss dem Obigen hat man in der ersten Entwickelung 
nur die willkürliche Funktion z von a?, von der die Gestalt der 
Charakteristik auf der Ebene y=0 abhängt. In der zweiten 
Entwickelung hat man zwei willkürliche Funktionen: z als 
Funktion von y oder die Gleichung der willkürlichen Ausgangs- 
kurve auf der Ebene x=0, und längs dieser Kurve die Funk- 
tion p von y, nämlich die Neigung, unter welcher die Integral- 
oberfläche die Ausgangskurve passirt. 

Die erste Reihenentwickelung giebt folgenden Werth von 
z für a?=0 : 



und für p: 



z = ^^ 'z (w=0, y=0) 



woraus gemäss der geometrischen Betrachtung des vorigen §. 
folgt, dass die willkürliche Funktion z von x für y=0 die 
Kurve bestimmt, in welcher die zu ihr gehörige Integralober- 
fläche die Ebene a;=0 schneidet, und die Neigung, unter der 
dies geschieht. Die zweite Reihenentwickelung giebt, wenn 
man x=sO setzt, gar keine Bestimmung, weder für z noch 
für p. Es ist also schlechterdings unmöglich, dass die Reihen- 
entwickelungen I. und n. dieselben seien, dass sie gleiche All- 
gemeinheit haben. 

PoissoN führt die zweite auf die erste zurück, wie folgt. 
Indem er in Reihe 11 



wo in I. Zo=s(p{x) ist und m II. *®=V'i(|/), P®='A(y), »= "K— <» c iri 
eine reelle endliche Constante bedeutet, und y durch die Gleichung : 



+ 00 




bestimmt ist (Poisson, TMorie de la Chaleur, S. 148 u. ff). Das Integral I, 
sowie überhaupt die Auflösung partieller Differentialgleichungen durch 
bestimmte Integrale ist vonLAPLACE {Par. Mäm. 4779. u. a. a. 0.) entdeckt. 
Das Integral I lässt sich durch ein unbestimmtes ersetzen (Poissom). Dass dies 
mit Integral II möglich sei, kann ich wegen einiger Schwierigkeiten, die sich 
bei dieser Transformation einstellen, nicht mit Bestimmtheit behaupten. 
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1/* 

tzt, und daraus die Coöfficienten z^ und z^ als nach Poten- 

n n 

n von y steigende Reihen herleitet, kömmt zuerst : 

1 1 

lese Reihe ist offenbar noch mit Reihe II identisch. Bringen 
ir sie aber in tabellarische Form : 

•5= a^ +a, y +a,-^^^ — 1-0,—::- + etc. 
b^x -hb^ xy + fejj J^ + 63 J^ + etc. 

m. 



Ol 


y 


y* 




*. 


xy 




^"8 3! 


<h 


i 




+ «♦2.3! 


h 


3! 


+ "8312 


+ °* 3! 31 



+a,Y + Oo — r^ + a, -:r4- + a. -r^T- + etc. 

+ etc. 
*dnen diese Doppelreihe nach Potenzen von y, und setzen : 

} erhält sie die Form der Reihe I, und es kommt darin offen- 
ar nur die eine willkürliche Funktion q>[x) vor. 

PoissoN , dem es paradox schien , dass sich in der einen 
eihenentwickelung nur eine, in der anderen zwei willkürliche 
imktionen einstellten, hielt durch diese Transformation der 
eihe U die Identität beider Reihen für nachgewiesen und 
amit die Schwierigkeit für beseitigt. Da wir indessen er- 
mnt haben, dass die Reihen I und II wirklich verschieden 
iin müssen und es auch sind , insofern die eine unbestimmt 
sst, was die andere bestimmt, und da wir wissen, dass dies 
les der Theorie gemäss ist : so werden wir es vielmehr para- 
)x finden , dass die Reihe III verschiedene Eigenschaften er- 
ilt, eine verschiedene Allgemeinheit gewinnt, jenachdem man 
e nach Potenzen von x oder von y ordnet. Allein dieser Fall 
b nicht ganz ohne Analogen. Es ist z. B. bekannt, dass eine 
sihe, je nach ihrer Anordnung convergiren oder divergirisn 
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kann, ja für verschiedene Anordnungen gegen verschiedene 
Grenzen convergiren kann. Und unter diese merkwürdigen 
Fälle ist meines £rachteu6 die PoissoN'sche Transformation zu 
zählen. 

Setzen wir noch in Reihe I 

leiten daraus die Coöfficienten ^ als nach Potenzen von x 
steigende Reihen her, bringen dann Reihe I in Tabellenform : 

2= % 'ha^x +a^-y--|.a3-jp + etc. 

35*1/ x*y 

IV. 

+«4V + °» 2" +'^-i^+'''iiTr + «**'• 

!/' xy* a^y* xV 

+ etc. 

und ordnen sie endlich nach Potenzen von x, indem wir 
setzen : 

so nimmt die Doppelreihe IV die Form der Reihe II an. 

Während also in Reihe III die beiden Schaaren von Con- 
stanten : 

%^ ^v ^> ••• 

^0? ^i) ^) ••• 

zur Herstellung der willkürlichen Funktion g>(x) in eine zusam- 
mengefasst werden können, so kann man in Reibe IV, um die 
beiden willkürlichen Funktionen \fß{t/) und tpiiy) zu gewinnen 
die eine Schaar : 

%> tti, a2, ... 
in die beiden Schaaren : 

0*0) ^y ®4> ••• 

^i> ^7 ®«? ••• 
spalten. Es ist dies ein meines Wissens einzig dastehender 
Fall, in welchem die Entwickelung des Integrals einer Differen- 
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tialgleichung durch blosse Verstellung ihrer Glieder bald das 
allgemeine, bald ein besonderes Integral vorstellt ; und gewiss 
ist es weniger seltsam, dass man die allgemeinere Reihe U 
dnrch die Transformation III in die Reihe I überführen könne, 
als dass I durch die Transformation lY in II übergeht. 

Die Entwickelung des Integrals der Gleichung r=gf in Ex- 
ponentialreihen ergiebt Gleiches. 



§.98. 

Ueber die Beihenentwickelung des Integrals der Gleichung r=sq 

nach dem TAYXiOS'schen Satze. 

Rehufs besserer Einsicht in diese Verhältnisse werde ich 
noch schliesslich drei Glieder der Reihenentwickelung von 9 
nach dem TAYLOR'schen Lehrsatze angeben, wenn die Ausgangs- 
kurve in der Ebene y=ax liegt. Wir setzen dann: 

y = ax^ y'==a, y'^0, ... 

, ^ = 9 {^)y £ = ^'^ etc. 

Hieraus folgt nach § 86 : 

Jz ^pJx-^-Jy — - 

w,'(^':-H!i5a:H.'-is)j*«o. 

W^ir sehen erstlich , dass trotz der Einfachheit der Diffe- 
rentialgleichung und der Grenzbedingung das Gesetz der Reihe 
kein einfaches ist. Weniger complicirte Reihen erhält man aus 
der vorstehenden, wenn man Jx oder Jy gleich Null setzt, und 
solche Reihen sind es, welche sich zur Anwendung eignen. 

Dann aber sehen wir, dass die Reihe sich auf die Form : 

Ä = G.+ -^ 4-^ + etc. 
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bringen lässt, d. h. js lässt sich nach fallenden Potenzen von 
a entwickeln. Der allgemeine Sinn dieser Bemerkung ist uns 
aus Capitel XV hinlänglich klar. Wir hatten dort (§. 87) ge- 
funden, dass, wenn z einer partiellen Differentialgleichung 

nter Ordnung zu genügen hat, seine Reihenentwickelung die 

c c 
Form J5 Ä G„+ G. + ... + -V + ^^^ + ©tc. annimmt, wo 

n n 

die Exponenten von 91^ die in dem Gliede jeder Ordnung vor- 
kommende höchste negative Potenz angeben, und es würde die 
Reihenentwickelung von z, wenn man nach fallenden Potenzen 
von JR^ ordnet, die Form : 

n 

erhalten. 

In der obigen Reihe ist nun a = Stj und man erkennt, wie 
sie für alle Lagen der Ebene y='ax einen Sinn hat , nur nicht 
wenn a verschwindet. Wird a = c», so hätte man in der Reihe 
für z die Differentiale nach x in solche nach einer auf der 
Linie y=:ax gemessenen Länge Z* = cc* + y* = o?* (1 + a*) -zu 
verwandeln , worauf die Reihe auch für a = c» Gültigkeit er- 
langen würde. Hat man die eben angegebene Transforma- 
tion ausgeführt, und man setzt — , Jy und x gleich Null , so 

folgt Reihe ü. Setzt man aber in der allgemeinen Reihe a?=0, 
y=sO, J=a?, f]=^y; so erhält man eine den Reihen III und IV 
analoge Reihe V, die aber die negativen Potenzen von a ent- 
hält, und welche auf die Form I nur gebracht werden kann, 
wenn man den Umweg über Reihe II macht, d. h. erst a = oo 
setzt. Die Reihe V kann also nicht die Eigenschaft haben, bei 
der einen Anordnung ein allgemeines, bei der anderen ein be- 
sonderes Integral vorzustellen. 



§. 99. 
Kurse Uebersicht über den Inhalt dieses Capitels. 

Giebt man dem allgemeinen Integral der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen Reihenform, so wird es illusorisch, wenn 
die Grenzkurve in eine Charakteristik übergeht. 

Die Gleichung r=sg> oder vielmehr, wie aus §. 94 hervor- 
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geht, alle Differentialgleichungen, bei denen N^ = N _ ist, ha-r- 
ben die merkwürdige Eigenschaft, dass sie ein besonderes 
Integral besitzen, welches diese Lücke ausfüllt, indem es 
allein dadurch, dass es die Charakteristik passirt, vollkom- 
men bestimmt ist , mithin nur eine willkürliche Funktion ent- 
hält. Man könnte es das »charakteristische Integral« 
nennen. Bei den partiellen Differentialgleichungen von der Form 
r = 9 (a?, y, J5, p, q) hat das allgemeine Integral übrigens der 
Form nach denselben Umfang , wie bei den übrigen Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung, da es zwei willkürliche , von 
einander völlig unabhängige Funktionen enthält. 

Im Gegensatz zu diesen Gleichungen sind bei den übrigen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung längs der Charakteri- 
stik keine, oder nur die ersten , oder die ersten und zweiten, 
aber nie die dritten und höheren Differentialquotienten von z 
bestimmt, und die sie passirende Integraloberfläche bleibt da^- 
her im Uebrigen willkürlich. 

Bemerkung I. Man kann zwar, wie ich glaube, nicht 
durch je zwei beliebige Charakteristiken N^ und JV_ einer 
Differentialgleichung r + FsO eine Integraloberfläche legen, 
ausser wenn N^ und N_ keine Differentialquotienten von z 
enthalten; allein unter gewissen Bedingungen wird es stets 
möglich sein*). Dann wird, wie ich nicht bezweifle, durch die 
beiden Charakteristiken die Integraloberfläche bestimmt**). 
Stellt man sich nun vor, dass durch allmälige Variation der 
Form der Differentialgleichung r-i-F=0,die Differenz N ^ — N _ 
immer kleiner werde, so sehen wir also, dass die Integral- 
oberfläche bestimmt bleibt, auch wenn die Differenz JV^ — iV_ 
verschwindet, d. h. wenn die beiden Charakteristikenschaaren 
in eine zusammenfallen. 



*) Denn diese Charakteristiken müssen sich im Allgemeinen schnei- 
den, wenn sie Charakteristiken der Integraloberfläche sein sollen, und da 
sie nun jede für den Durchschnittspunkt die zugehörigen Grössen p, q^ r, s, t 
bestimmen, so muss von den beiden Charakteristiken mindestens verlangt 
werden, dass beide Bestimmungen in Einklang stehen. 

**) Ich kann diese' Behauptung nicht beweisen. Allein es sprechen 
dafür allgemeine Betrachtimgen, wie sie später beigebracht werden sollen, 
und dann Beispiele, z. B. die am Schluss dieses Hefts zur Sprache kom- 
mende Transformation der linearen Gleichungen nach der RiEMANN'schen 
Methode. 
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Bemorkungll. Bestimmt man hingegen eine Integral- 
oberflSiche irgend einer partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung durch die Bedingung , dass sie durch zwei beliebige 
andere Kurven gehen soll , und man variirt das Gesetz dieser 
Kurven fortdauernd so , dass sie sich nähern und zuletzt zu- 
sammenfallen , so bleibt die Integraloberfläche bestimmt bis 
zu diesem Moment, auch wenn die Entfernung der Kurven noch 
so gering ist, wird aber unbestimmt, sobald die Kurven zu- 
sammengefallen sind. 

Dies führt uns darauf, an die Stelle der einläufigen Grenz- 
bedingung, welche die Integraloberfläche durch eine Grenz- 
kurve und die Tangentialebene der Integraloberfläche längs der 
Grenzkurve bestimmt, folgende zu setzen: die Integralober- 
fläche ist bestimmt, wenn sie durch zwei gegebene Kurven 
gehen soll, diese mögen endlich entfernt sein (zweiläufige 
Grenzbedingungen) oder einander durchweg unendlich nahe 
verlaufen (einläufige Grenzbedingungen). 

Diese Bemerkung vermittelt einen Uebergang zwischen bei- 
den Arten von Grenzbedingungen. 



Nachträge. 

§. 100. 

I« Zur Variation der BüFerentialgleicliungen der Charakteristiken 

der Oleichung: r + 22V5 + N*l + t;=0. 

Die Variation der Differentialgleichungen der Charak- 
teristiken der partiellen Differentialgleichungen, bei denen 
N^=:N_=.N ist, ergab das unbedingte Verschwinden aller 



n 

Z 
m 



n 

Variationen oz längs der Charakteristiken. Es lässt diese 



Schlussfolgerung aber doch Ausnahmen zu, deren ich hier 
zwei erwähnen will. 

\ ) Wenn wir die Differentialquotienten nach x und nach y 
der Differentialgleichung p4-F=0, wo P nur cc, y, ä, q ent- 
hält, bilden : den zweiten mit Q multipliciren und beide addi- 
ren, folgt d|e partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung : 

r + 2IQs + Q*^ + X' + Qr=:0. 
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£iae jede LOsung der Gleichung p + F » ist ebenfalls eine 
Lösung der vorstehenden. Aber längs der Charakteristiken 
der Gleichung p -^ F=s 0, die nothwendigerweise auch Charak- 
teristiken der eben aufgestellten Differentialgleichung zweiter 
Ordnung sind, findet keine Bestimmung der Differentialquo- 
tienten von z von der zweiten Ordnung* incl. an statt, und die 

dz verschwinden nicht mit Ausnahme von dp und 3q, Der 

m 

analytische Grund, weshalb gerade die Gruppe der Charakte- 
ristiken der Gleichung p+F=sO unter den Charakteristiken jener 
Gleichung eine Ausnahme bildet , ergiebt sich bei Betrachtung 
der Differentialgleichungen der Charakteristiken zu leicht, um 
läng^ dabei zu verweilen. 

2) Die Differentialgleichungen der Charakteristiken der 
Gleichung r + iNs -h N^t + Ü^= für die Variabein r, s, t sind 
folgende : 

Von N nehme ich an , dass es nur x, y, z enthalte , daher ist 

d^^S^-^PW^ W^^^""'' femer ist P = -5^, Q = etc. 

Dann sieht man auf der Stelle , dass in beide Gleichungen die 
Grössen r, s, t nur in der Verbindung 

r + JV5, 5 + M, d(r + A^5), d(5 + iVf) - 

längs derjenigen Charakteristiken eingehen, für welche die 
Gleichung : 

stattfindet. Längs dieser werden auch blos die Grössen: 
ir + Nds^ ÖS + Ndt verschwinden, und keineswegs die einzel-- 
nen Variationen ör, ös^ dt, mithin die Variationen der höheren 
Differentialquotienten ebenfalls nicht. 

Fragt man überhaupt, wie diß Bedingung laute, vermöge 
deren in den variirten Differentialgleichungen der Charakteri- 
stiken der Gleichung r+F=0 für Ar^ = Ar_ (§. 94) die Varia- 
tionen sämmtlicher Differentialquotienten von z bis zu einer 
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beliebigen Ordnung nicht zu verschwinden brauchen, fragt man 
also nach den durch Elimination dieser Variationen sich erge- 
benden Gleichungen , so fällt man stets auf die nämliche : 

divr=:(Q-.pjv)(te. 

Bemerkung. Die Gleichung diV=(Q— PiV) da?, welche 
durch Elimination der Differentiale übergeht in : 

kann auch vermöge einer geeigneten Beschaffenheit der Funk- 
tionen N und U identisch erfüllt werden. Dann muss näm- 
lich sein : 

U=ir=p[^ + N^ + lj>-t-Nq) ^] +^{x,y,z,p+Nq), 

WO N von a?, y, z und tfß von a?, y, z, p-^Nq auf beliebige 
Weise abhängen können. 

Genügen nun N und U dieser Bedingung , so liefern die 
Differentialgleichungen der Charakteristiken vermöge der par- 
tiellen Differentialgleichung ein System von fünf gewöhnlichen 
Differentialgleichungen, oder wenn man die beiden Aggregate 

r-^Ns, s-^Nt durch -^ und -ß- ersetzt, ein System von vier 

ax dx 

gewöhnlichen Differentialgleichungen für x, y, z, p, g, von de- 
nen die eine zweiter Ordnung ist, so dass ihre Integrale fünf 
Constanteu enthalten. 

Corollar zur obigen Bemerkung. Wenn, wie in 
dem eben besprochenen Fall, die Differentialgleichungen der 
Charakteristiken der Gleichung r-*-F=0 ein System gewöhn- 
licher Differentialgleichungen bilden, und sie würden, wie dort, 
fünf Integrale mit den Grössen Xj y, z, p, g, r, s von der Form : 

«n = Vn(^» yy ^7 Pi ?> r + Afe), 

liefern, so ist zur Auffindung der Integraloberfläche, welche 
eine Kurve y, = A;(a?i), Zi=sX^(xi) enthält, und darin die Be- 
dingung q) [xi, yi, Zi, pi, qi) =0 erfüllt, folgendes Verfahren 
einzuschlagen. Man hat für einen Punkt in der Grenzkurve die 
Gleichungen : 
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^ni^ij Vu ^ij Pi, qi, n + Ar,5x) =zf^ (a?, y, z, p, q, V'-i-Ns) 

Ich habe alleVariabeln an der Grenze der Deutlichkeit we- 
gen mit dem Index I versehen, und die Grenzbedingungen sind 
dieselben, wie §.86, so dass ich hier ihre Herleitung Unterk- 
lassen darf. 

Eliminirt man nun aus den fünf Integralen die Grössen 
p, q, r + iVi, so behält man zwei Gleichungen. Zu diesen zwei 
Gleichungen kommen noch die unter den Integralen ^,^ = tp^ 
stehenden sieben Gleichungen hinzu, wodurch man im Ganzen 
neun Gleichungen erhält , in denen noch die zu eliminirenden 
acht Variabein an der Grenze : Xi, y^ jsi, p,, ^i, ri, Sj, U vor- 
kommen. Durch Elimination dieser Yariabeln folgt dann eine 
Gleichung, die nur a?, y, z erhält, und die als das Integral der 
Gleichung r-i-F = angesehen werden muss. 

Wenn r, 5, t in den Integralen nicht in der Verbindung 
r-^Ns, 5 4- iVit vorkommen können, so müssen sechs Integrale 
vorhanden sein, um alle Variabein an der Grenze und die Dif- 
ferentialquotienten von z im ganzen Gebiet der xy Werthe eli- 
miniren zu können. 



§.101. 

II. Ueber die Verschiedenheit der Ergebnisse bei der Variation 
der partiellen Differentialgleichungen selbst und der Differential- 
gleichungen ihrer CharalEteristiken. 

Diese zweite nachträgliche Bemerkung betrifft ein Beden- 
ken, welches bei der Vergleichung früherer Entwickelungen 
(§. 21 und III. Abschn. Einl.) mit denjenigen dieses Capitels 
leicht entstehen kann. Es handelt sich um die verschiedenen 
Ergebnisse der Variation der partiellen Differentialgleichungen 
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und der Variation der totalen Differentialgleichungen ihrer Cha- 
rakteristiken. Um also die Frage zu specialisiren , wissen wir 
einerseits aus §. 89, dass bei den partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung die Variationen dp, 3q längs der Cha- 
rakterisiken verschwinden, andererseits fanden wir (III. Ab- 
schn. Einl.) die Differentialgleichung der Charakteristiken: 
Pdy-^Qdx^O durch Variation von F (o?, y, js, ;>, g) = 0, 
pdx-hqdy = dz nach p und q, und Elimination der Variationen 
dp, dq aus den Gleichungen : Pdp + Q3q == 0, dpdx -f- dqdy = 0. 
Ebenso fanden wir (§. 21) die Gleichung fl^saO durch Elimi- 
nation von dr, d», dt aus den Gleichungen Röv'^'Sds-^Tdt^s 0, 
drdx'^dsdy = 0,dsdx'¥dtdy = 0j und §. 91 weisen wir nach, 
dass dvj ds, dt längs der Charakteristiken verschwinden. 

Daraus folgt natürlich, dass die Variationen in beiden Fäl- 
len nicht dieselben Grössen sein können, und man hat nun 
nach dem Unterschied beider Gattungen von Variationen zu 
forschen. Für die partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung zunächst lässt sich dieser Unterschied auf Grund der Ke- 
geltheorie in sehr präciser Form darstellen. 

Durch jeden Strahl des Strahlenbüschels der Integral- 
kurven kann man (Grenzfälle ausgenommen) an den Polarkegel 
mindestens zwei Tangentialebenen legen. Mithin kann man 
durch eine vsallkürliche Grenzkurve stets mindestens zwei In- 
tegraloberflächen legen. Je kleiner der Winkel der Elemente 
der willkürlichen Kurve gegen den Polarkegel, desto kleiner 
ist der Winkel , unter dem sich die Integraloberflächen in der 
Grenze treffen. Verschwindet j% n e r Winkel, so verschwindet 
auch dieser. Denken wir uns nun eine Kurve durch die Cha- 
rakteristiken einer Integraloberfläche J gelegt, die sie aller- 
wärts unter endlichem, aber sehr kleinen Winkel schneidet. 
Durch diese Kurve können wir also mindestens ein.e andere 
Integraloberfläche J^ legen, welche J unter endlichem sehr 
kleinen Winkel schneidet. In der gemeinsamen Kurve bestim- 
men die Grössen p und q die Normale von /, und p'^Jp^ 
q-^^q die Normale von /j. Lassen wir den Winkel der trans- 
versalen Kurve mit den geschnittenen Charakteristiken unend- 
lich klein werden , so gehen Jp und Jq in dp tind öq über, 
und dies sind die Variationen des §.21 und der Eteleitung zum 
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in. Abschnitt, deren Elimination nach den Principien der Dif- 
ferentialrechnung die transversale Kurve an der Grenze, d. i. 
eine Charakteristik ergiebt. Dagegen sind in den Charakteri- 
stiken die Grössen p und q für alle sie passirenden Integral- 
oberflächen dieselben, d. h. in der Charakteristik sind von 
einer Integraloberfläche zur andern dp und dq gleich Null , und 
dies sind die Variationen der §§. 89, 94, u. s. f. 

Hiermit wäre die Schwierigkeit für die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung beseitigt. Aehnliche Be- 
trachtungen gelten für die partiellen Diff'erentialgleichungen der 
höheren Ordnungen. Ich werde auf diese Frage aber nur noch 
bei den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ein- 
gehen, weil hier die Betrachtung eine kleine Veränderung 
erfährt, die sich dann bei den Difierentialgleichungen höherer 
Ordnungen in ähnlicher Weise wiederholt. 

Wir denken uns wieder die Integraloberflächen J, J^ und 
die sich in einem Punkt kreuzenden Richtungen (a, b) einer 
Contactcharakteristik und (w, v) einer durch die Charakteristi- 
ken gelegten Kurve construirt. Setzen wir von vorne herein 
^p und z/g gleich Null, so werden Jr, Js, Ji endliche Werthe 
haben, die abermals gleichzeitig mit den Differenzen a — w, 
6— ü unendlich klein werden (in welchem Stadium ihre Eli- 
mination die Difierentialgleichung 9lj = der Gontactcharakte- 
ristiken liefert) und für a=w, 6=v verschwinden. Um ein Bild 
zu gebrauchen . denke man sich , ein Kreis mit dem Halbmes- 
ser q sei Berührungskreis der ebenen Kurve K in dem Punkt 
^, und es seien ^^ und ^^ zwei an beiden Seiten von ^ 
und endlich davon entfernt auf der Kurve Ä" gelegene Punkte. 
Lässt man nun den Kreis q auf der Kurve K von ^^ nach ^^ 
rollen, so wird seine Berührung mit der Kurve K in dem 
Interwäll ^^ ^ der Berührung der Integraloberflächen J und 
/j für endliche Werthe von a— w, 6— v entsprechen, und wenn 
der Kreis die Kurve im Punkt ^ berührt, so entspricht dies 
dem Contact der Integraloberflächen in der Charakteristik 

Sedzt maa-aber Jp und Jq nicht gleich Null, so gestalten 
sich die Vorgänge verwickelter. Die Variationen können nicht 
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eliminirt werden, und es bedarf der Betrachtung des §. 91, 
um zu beweisen , dass sie in der Contactcharakteristik ver- 
schwinden. 



Wir sind in den bisherigen Abschnitten bemüht gewesen, 
Theorie der Charakteristiken darzulegen mit geringer Ab- 
weichung unter Zugrundelegung der von Monge gegebenen 
Definition dieser Kurven, welche ich §. 4 mitgetheilt habe. 
Allein ich glaube , die wahre Bedeutung der Charakteristiken 
ist eine ganz andere , und diese Bedeutung verleiht ihnen eine 
Wichtigkeit für die Theorie der partiellen Differentialgleichun- 
gen, welche keine Anstrengung, um ihre Eigenschaften näher 
zu erforschen, überflüssig erscheinen lässt. Man wird ver- 
möge der neuen Definition erkennen, dass die Charakteristiken 
in der innigsten Beziehung stehen zu der Natur der durch die 
partiellen Difierentialgleichungen bestimmten Funktionen. Und 
es soll im nächsten Capitel meine Aufgabe sein, diese wahre 
Bedeutung der Charakteristiken auseinander zu setzen. 



XVII. Bei den partiellen Differentialgleichungen sind 
Charakteristiken die spontanen Grenzen der integral- 

oberfläehen. 

In diesem Capitel werde ich das im Titel ausgesprochene 
Princip erläutern. Ich muss aber von vorneherein die Nach- 
sicht des Lesers in Anspruch nehmen, wenn dies jetzt nur an- 
deutungsweise und ohne strenge Beweisführung geschieht. Der 
Zweck der folgenden Seiten ist nicht eine vollendete Theorie 
aufzustellen, sondern vorerst nur den Weg anzugeben, den ich 
bei der ferneren Untersuchung eingeschlagen habe. Die ge- 
nauere Begründung des Einzelnen nach dem von mir benutz- 
ten geometrisch synthetischen Verfahren würde, wenn in diese 
kurze Darstellung verflochten , sie nur unklar und schleppend 
machen , während die Bichtigkeit der aufzusteUpiden Behaup- 
tungen evident erscheinen wird, sobald wir, dem naturgemäs- 
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sen Gange der Untersuchung folgend, tiefer in die Theorie ein- 
gedrungen sein werden. 



§. 102. 

SSiniges über die altere Definition der Charakteristiken , und 

Srörtemng einiger Ghrundbegriffe : über Bestimmtsein der 

IntegraloberflÄche, spontane Orenzen» etc. 

Der MoNGE'schen Definition gemäss ist unter Charakteristik 
die Kurve zu verstehen , gegen welche die Schnittlinie zweier 
unendlich wenig von einander verschiedenen Oberflächen con- 
vergirt, wenn der Unterschied der Gestalt beider Oberflächen 
verschwindet. Um über die Beschafienheit dieser Kurven in 
einem bestimmten Falle näheren Aufschluss zu erhalten , habe 
ich (Kap. IX) unter dem Namen » Grenzschnittlinie « die Durch- 
schniitslinien der Kegelflächen betrachtet. Erinnern wir uns 
an die Ausführungen des c. Kap., so sehen wir leicht ein, dass 
der ältere Begrifi* der Charakteristik oder Grenzschnittlinie 
nicht wesentlich mit der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen zusammenhängt , vielmehr ein rein geometrischer 
ist. Die neuere Definition der Charakteristik als spontane 
Grenze der Integralob^rfläche macht dagegen aus der Be- 
trachtung dieser Kurven einen integrirenden Bestandtheil jener 
Theorie , wie ich dies, nach vorgängiger Erörterung wichtiger 
Grundbegriffe, zeigen werde. 

Wir haben in dem Kap. XV gesehen, dass die Integral- 
oberfläche einer partiellen Differentialgleichung nter Ordnung 
bestimmt ist, wenn sie eine gegebene Kurve enthalten soll, und 
in dieser Kurve alle Differentialquotienten von z nach x und y 
bis zu den n— Isten incL gegeben sind. Das Gesetz der Grenz- 
kurve war ein willkürliches. Nimmt man nun an, dass von der 
Grenzkurve nur ein endliches Stück und längs dieses Stückes 
alle partiellen Differentialquotienten von z bis zur n — Isten 
Ordnung gegeben seien, so fragt es sich zunächst ob dieses 
endliche Stück überhaupt eine Integraloberfläche bestimmt, 
dann ob es ein endliches Stück davon bestimmt, und endlich, 
wenn dies der Fall ist, welches die Begrenzung dieses endli- 
chen Oberfläcbenstückes sei. 

Um diese Fragen beantworten zu können, müssen wir uns 

P. DU Bois-Bbtmond, Beiträge. 15 
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erst darüber klar werden, was man unter Bestimmtsein der 
Inlegraloberfläche zu verstehen habe. 

Ich glaube man kann sagen : eine gewisse Grenzbedingung 
bestimmt das Integral, wenn man mit ihrer Hülfe eine oder meh- 
rere Integraloberflächen construiren kann, die ursprünglich, wie 
bei einer jeden derartigen Construction, aus endlichen Ele- 
menten zusammengesetzt, beim Uebergang zur Grenze gegen 
^ine oder mehrere um ein Endliches von einander verschie- 
dene stetige Integraloberflächen convergirt. Eine übrigens 
zur Individualislrung der Integraloberfläche genügende Grenz- 
bedingung wird nämlich auch mehrere oder unendlich viele 
Integraloberflächen bestimmen können, wie dies z. B. bei den 
partiellen Diflerentialgleichungen erster Ordnung stattfindet, 
wenn die Directrix des Normalenkegels eine Kugelspirale ist: 
und doch wird man von einem Bestimmtsein der Integralober- 
fläche reden dürfen ; nur muss die Grenzbedingung nicht zur 
Construction einer Schaar stetig in einander übergehender In- 
tegraloberflächen dienen können. Wiewohl auch hier noch zu 
unterscheiden wäre ob diese Schaar vermöge eines willkürli- 
chen Parameters oder einer willkürlichen Funktion variirt. Da- 
nach hätte man also noch Grade der Bestimmung des Integrals 
zu statuiren, worauf ich indess nicht weiter eingehen will. 
Eine einläufige Grenzbedingung bestimmt dann eine Inte- 
graloberfläche , werden wir sagen , wenn sie zunächst eine ihr 
unendlich nahe verlaufende zweite Grenzbedingung bestimmt, 
diese eine dritte, u. s. f., so dass der Ort der successiv 
construirten Grenzen gegen eine stetige Integraloberfläche con- 
vergirt. 

Wenn nun ein endliches Stück einläufiger Grenzbedingung 
zur Construction gegeben ist, und die Construction, von der 
angenommen wird, dass sie vollkommen richtig sei, liefert 
beim Grenzübergang auch ein, gleichgültig ob nach allen Rich- 
tungen oder nur nach einigen , begrenztes Stück Integralober- 
fläche, und wenn keine Construction möglich ist, die ein grös- 
seres Stück davon lieferte, so sollen die Grenzen dieses Stückes 
Integraloberfläche, insofern es nicht die zur Construction die- 
nende Kurve selbst, oder Rückkehrkanten oder dergl. sind, 
die »spontanen Grenzen« der Integralobaqpäche genannt 
werden. 
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§. 403. 
Allgemeine Constrootion Ton Integralobexflächen. 

Was nun die Construction der Integralobei^flächen betriflFt, 
so lässt sie sich natürlich nach sehr mannigfaltigen Methoden 
ausfuhren. Allein bei allen Methoden ist ein sehr wichtiger 
Punkt zu berücksichtigen, auf den man zuerst aufmerksam 
wird, wenn man sich die Aufgabe stellt, ein endliches Stück 
Integraloberfläche zu construiren. Deshalb kann man geradezu 
sagen, dass alle bisherigen Constructionen , diejenige der In- 
tegraloberflächen der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, welche ich in diesem Hefte §. 67 mitgetheilt habe 
und die Construction der §§. 17 und 18 ausgenommen, unge- 
nügend sind. Wir werden weiter unten sehen, weshalb. Zuerst 
werde ich ein allgemeines Constructions verfahren der partiellen 
Difi^erentialgleichungen nter Ordnung andeuten, um daran die 
ferneren Bemerkungen zu knüpfen. 

Statt der einläuflgen Grenzbediugung, nach welcher zur 

n 

Construction die Differentialgleichung jz+Fs=sO, eine Kurve K 



und längs dieser Kurve sämmtliche Differentialquotienten von 
z bis zur (n— 1)sten Ordnung incL oder wenn man will die 
Tangirende (n— 1)sten Grades (§. 89) gegeben sind; statt die- 
ser Grenzbedingung, kann man die n läufige einführen, nach 
welcher die Integraloberfläche n gegebene Kurven enthalten 
muss, und ähnlich, wie §. 99 für zweiläuflge Grenzbedingun- 
gen mitgetheilt, geht die n läufige in die einläufige über, wenn 
man die n Kurven sich nähern lässt, bis sie einander unend- 
lich nahe verlaufen, jedoch natürlich so sich nähern lässt, 
dass man eine beim Grenzübergang stetige Oberfläche durch 
sie hindurchlegen kann. Wir wollen also als Grenzbedingung 
annehmen, es seien n Kurven: K^, Äg, ... JST^ gegeben, von de- 
nen K2 unendlich nahe K^; K^ unendlich nahe JT^; u. s. f. ver- 
läuft, und zwar in der Weise, dass die Abwickelbare, die durch 
IT, und JSTj*) gelegt wird, mit der Abwickelbaren K^^ K^ überall 
einen Winkel von der Ordnung der Entfernung der Kurven ÄTj, 
JTj von einander einschliesst. K^ kann man als die gegebene 

*) Mit dieser Abwickelbaren ist die Hülle der successiven Lägen einer 
auf JT, und £, rollenden Ebene gemeint. 

46* 
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Kurve, ÜT^ ... K^ als die DiflFerentialquotienten von z längs der 
gegebenen Kurve vertretend ansehen. Um aber die Betrach- 
tung zu vereinfachen, wollen wir femer annehmen, die Kurven 
K seien eben und auf Ebenen gelegen, in denen y constant ist. 
Man wird übrigens die partielle Differentialgleichung immer so 
transformiren können , dass die Kurven K eben werden. Man 
braucht nur die Kurven, als zu einer Schaar mit dem Parameter 
a gehörig, anzunehmen, und dann statt x und y neue Variabein 
einzuführen: nämlich erstens a, durch die y Goordinate des 
Durchschnittspunktes der Kurven K mit der yz Ebene ausge- 
drückt, zweitens die rectificirte Länge der Kurven K von jenem 
Durchschnittspunkt an gemessen. 

Dies vorausgeschickt, seien also auf n der xz Ebene par-^ 
allelen, in unendlich kleinen Distanzen auf einander folgenden 
Ebenen E^^ E^,., E^ die n Kurven K^ ,.. K^ gegeben, und es sei, 
denkt man sich irgend zwei Ebenen Ep und Ep^.j in eine zu- 
sammengeschoben, die sich dabei ergebende Distanz der Kur- 
ven Kp und Kp^^ nirgends von einer niederen Ordnung als die 
Ordnung der Entfernung von Ep und jFp+i vor ihrer Annähe- 
rung. Die Durchschnittspunkte einer Schaar jF', jF", ... E(^) von 
der yz Ebene parallelen Ebenen mit den Kurven K wollen wir 
dem Algorithmus des §. 64 gemäss bezeichnen, und es sei also 
^J^ der Durchschnittspunkt der Kurve Kp mit der Ebene E(^). 

Wir wollen nun untersuchen ob wir mit Hülfe der Coor- 
dinaten der Punkte $^ , wo p zwischen 1 und n liegt , auf der 

Ebene JS'^+i die Punkte $„+i construiren können, und wieviel 
solcher Punkte man erhalten würde, wenn q zwischen 4 und m 
liegt. 

Die Projectionen irgend zweier benachbarten Punkte ^, 

wie in §. 64 bezeichnet, übersieht man sofort, dass 
» 
4) z ein Aggregat ist aus den Differenzen : 



(»aZa» ^1^27 *** in? 1 17 1 27 *** 1 11 

n 

2) z ein Aggregat ist aus den Differenzen : 

dz\ dz", . . .• d^ W, dy\ dy", . . . dy W 

n 

3) z ein Aggregat ist aus Differenzen d und d^ , welche 
* in dasRechteck$;^r"*"^*^^^*V7"^*^^;^, gehören. 
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Wir werden annehmen, dass die partielle Differentialglei- 

n 

chung nter Ordnung den DiflFerenlialquotienten z enthält, und 

n 

können dies unbeschadet der Allgemeinheit gegenwärtiger Be- 
trachtung um so eher, da dieser Differentialquotient durch 
Veränderung der Variabein immer in die Differentialgleichung 
eingeftlhrt werden kann. Die hervorzuhebenden Momente ge- 
winnen aber durch die Vereinfachung , welche obige Annahme 
mit sich bringt, an Klarheit. 

Gegeben sind alle Differenzen innerhalb des Rechtecks 
?i' W^r^r^- Dies beriicksichtigt, ist dz^ durch die Differen- 
tialgleichung bestimmt, wenn man cb/^ nach Willkür annimmt, 
also ist der Punkt ^'n+i bestimmt. Genau so bestimmt man mit 
Hülfe der gegebenen Grössen und der Differentialgleichung den 

Punkt $1+1 u. s. f., so dass die Kurve iST^+j auf der Ebene 
-ßft+i ^om Punkt $ n+i ^^^ ^^^ Punkt ^n+t punktweise con-- 
struirt ist. 

§.104. 

Die gewohjüioken Construktionen sind, wie die des vorigen g» 

ungenügend« 

Aus dieser Gonstruktion folgt zweierlei: Erstens sehen 
wir, dass die Kurven K^ ... Ä„ allerdings eine neue Kurve ^^+, 
bestimmen, dass man daher mit Hülfe der Kurven K^ ... ^n+i 
eine fernere Kurve iSr„+2 douss conslruiren können, u. s. f. Der 
Ort der Kurven Ä'^ ... in in f. wird eine Integraloberfläche sein. 

Zweitens erkennen wir, dass, wofern die Kurve K^ be- 
grenzt ist, (in unserer Construction ist sie es und erstreckt 

sich vom Punkt $/ zum Punkt $; ^) auch die Integralober- 
fläche Grenzen hat, und zwar ist dies einerseits ihre Schnitt- 
linie mit der Ebene E', andererseits eine Kurve, welche die 

Punkte : ^„+1** , ^n+i** j ••• verbindet, imd welcher wir hier 

aus Gründen, die sofort erhellen werden, keine Beachtung 
schenken wollen. 

Das erstere Ergebniss, dass man mit Hülfe der nfachen 
Grenzkurve eine Integraloberfläche der Differentialgleichung 
nten Grades construiren könne, ist ganz in der Ordnung und 
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Stimmt sowohl mit dem Ergebniss der allgemeinen Reihenent- 
Wickelung des §. 87 wie mit den bekannten Gonstractionen der 
Dififerentialgleichungen erster und zweiter Ordnung überein. 

Die zweite Folgerung dagegen, dass die Ebene E^ die In- 
tegraloberfläche , welche durch das bei ^^ beginnende Stttck 
der Kurve K^ bestimmt wird, begrenzt, also so zu sagen den 
Umfang des Einflusses der Kurve K^ nach der einen Seite hin 
abschliesst — diese Folgerung ist auf den ersten Blick bedenk- 
lich, bei genauerer Betrachtung aber falsch. Wir können näm- 
lich ganz ohne Schwierigkeit statt dieser spontanen Grenze 
irgend eine andere herausconstruiren , wenn wir statt der 
Ebenen E^^^ beliebige auf der xy Ebene senkrecht stehende ^ 
Cylinderflächen zur Construction benutzen. Denn die Differen — 

M 

tialquotienten z lassen sich stets durch die Differenzen d und d^ 

ausdrücken , wenn mit diesen Zeichen wieder die Projectionerj 
der Entfernungen der Durchschnittspunkte der Cylinderflächen 
mit den Kurven K angegeben werden. Die Richtigkeit dieser 
Bemerkung leuchtet zwar bei einiger Ueberlegung sofort ein. 
Grösserer Evidenz wegen , werde aber ich eine ganz ähnliche 
Construction im einfachsten Falle der Differentialgleichungen 
erster Ordnung strenger durchführen. 



§. 105. 
Eine einfache Constmotion zum Beleg der Sohlüsse des vorigen §. 

Für einen Punkt ^/ construiren wir die Tangentialebene 
(Pi'j 9i) • H^^r bedeuten p/ und q^' die negativen Neigungstan- 
genten des Loths an die Tangentialebene , und diese ist irgend 
eine Tangentialebene des für den Punkt ^/ als Spitze construir- 
ten Polarkegels. Auf der Tangentialebene gehen wir längs der 

Richtung [u^, v^) zum Punkt ^, über; für welchen die Ebene 

{Pii %) construirt wird, auf der wir in der Richtung (w^', v^) 
zum Punkt ^3' gelangen, u. s. f. So entsteht eine erste poly- 
gonale Kurve: ^/, ^g', ^3' .... Nun gehen wir auf der Ebene 
(p/, q^) vom Punkt ^/ in der Richtung (u/, »/) zum Punkt $/' 
über; auf der Ebene (p^, 72) ^^ ^^^ Richtung (it/, ty^) zum 
Punkt^j" über; auf der Ebene (pg', q^) in der Richtung (Ug , ög') 
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zum Punkt ^g" über; u. s. f. So entsteht eine zweite polygo- 
nale Kurve: 'iß/', ^^^ Vz^ Zu dieser construiren wir, ge- 
nau so wie wir sie aus der ersten gefunden haben , eine dritte 
polygonale Kurve ^/", ^2'", ^3'", .-; u. s. f. ininfin. 

Wir haben dann zwei sich kreuzende Schaaren von poly- 
gonalen Kurven erhalten, nämlich 

1) '^i"\ ?1"\ ^1"> .... oder Ä'W. 

2) ^„', %", %'" ■- oder K„ 

Die Construction ist vollkommen symmetrisch in Bezug ^uf 
beide Kurvenschaaren, oder einfacher in Bezug auf die beiden 
Grenzkurven K^ und K\ Mit andern Worten, es ist gleichgül- 
tig, ob man die erste Folge von Punkten oder die zweite zuerst 
construirt. 

Die sich kreuzenden Schaaren von polygonalen Kurven 
bilden gebrochene Facetten, und zwar liegt an dem Punkt 

^^ vom Punkt ^/ am meisten abgew^endet die Facette 
^m^ ^mli "^mVJ '^m'^'\ ^^^ ^^^ «^s aus den Bruchflachen 

^m , ^m+i, ?m "ud ^'J^, ^^ t Wm ^ Zusammengesetzt 
anzusehen hat. Die erste Bruchfläche ist die Ebene (p," , q^ ) 

und beide Bruchflachen stossen aneinander unter einem Win- 
kel vun der Ordnung der Seiten der Facette, die natürlich von 
gleicher Ordnung gedacht sind. 

Bei dieser Construction erkennt man nun auf das deut- 
liebste, dass, wenn die eine der Kurven if,, JST' als vom Punkt 
^/ an gegebene Grenzkurve angesehen wird, die andere un-' 
möglich gegen die spontane Grenze der Integraloberfläche con- 
vergiren kann, denn jedenfalls bleibt eine ihrer Projectionen will- 
kürlich, und dies würde keinen Sinn haben. Ausserdem kennen 
wir aber bereits die spontanen Grenzen der Integraloberflächen 
bei den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung: es 
sind hier nämlich die Integralcharakteristiken, da man mit zwei 
Elementen willkürlicher Kurve einen Integralstreifen und wei- 
ter nichts, mit einem dritten Element einen zweiten Integral- 
Streifen, u. s. f. construiren kann. 

Wir schliessen also erstens, dass die eben ausgeführte 
Construction zur Auffindung der spontanen Grenze nicht dient. 
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Femer, da wir wissen, dass der Einfluss der Kurve K^ sich 
nicht über eine gewisse den Punkt ^^' passirende Integralcha- 
rakteristik hinaus erstreckt, unsere Construction aber an diese 
Grenze sich nicht kehrt , so müssen wir annehmen , entweder 
dass wir so eben zwei verschiedene Integraloberflächen con- 
struirt haben , die , durch irgend eine gemeinsame Bedingung 
immerhin verbunden, doch nothwendig beide die Charakteristik 
^/ zur spontanen Grenze haben , oder dass obige Construction 
überhaupt keine beim Grenzübergang stetige Integraloberfläche 
liefert, dass sie divergent sei. 

Da nun alle mir bekannten Constructionen^) die nämliche 
Unvollkommenheit zeigen, erheischt die synthetische Behand- 
lung der Frage , welches die spontanen Grenzen der Integral- 
oberfläche seien, eine tiefere und genauere Untersuchung, die 
wir, ihre allgemeine Beantwortung im Auge, wieder am besten 
an die Betrachtung der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung anknüpfen werden. Vorher wird es aber gerathen 
sein , die Beantwortung der Frage wenigstens im Grossen und 
Ganzen durch geeignete Raisonnements zu versuchen , um der 
geometrischen Untersuchung die richtige Bahn vorzuzeichnen. 

Iradtteluig der sp^iUaiien feenien der bttegndefcerlachen. 

§. 106. 
Partielle Differentlalgleiehungen erster Ordnung. 

\) Lineare. Die Grenzkurve JST erstreckt sich vom Punkt 
^Q bis zum Punkt ^,. Die Integraloberfläche ist der Ort der 
Charakteristiken , welche die Kurve K passiren und ihre spon- 
tanen Grenzen sind die Charakteristiken, welche die Punkte ^^ 
und ^4 enthalten. (§. 46.) 

21) Nichtlineäre. Die Integraloberfläche ist der Ort der- 
jenigen Integralcharakteristiken , welche die Kurve K passiren, 
und bei ihrem Durchgang durch diese Kurve von der gemein- 
samen Tangentialebene der Kurve und des Polarkegels, dessen 
Spitze auf der Kurve liegt, berührt werden. Die spontanen 



*) Mit Ausnahme der eingangs §. i 03 citirten Constructionen von Inte- 
graloberllächen in diesem Hefte. 
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Grenzen sind diejenigen unter diesen Charakteristiken, welche 
die Punkte ^^ und $, enthalten. (Abschnitt IV.) 

§. 407. 

Partielle Di£ferentialgIeiohtingen zweiter Ordnung. Vorbe- 
merkung. 

1) Das hierher gehörige System: 

up-^vq =1 

In diesem System sind j5, js, abhängige , a?, y unabhängige Va- 
riabein; p, q; Pj, q^ die partiellen Differential quotienten von 
z und z^ nach x und y ; die Grössen w, v ; u, ö Funktionen der 
Variabein x, y, Zy ä,. Wir wissen aus §.47 und 48, dass mau 
durch zwei conjugirte Kurvenstücke , die sich beide von den 
conjugirten Punkten ^^ und ^^ bis zu den conjugirten Punkten 
^^ und ^/ erstrecken , zwei dreieckige Stücken Integralober- 
fläche legen kann, deren spontane Grenzen gemeinschaftliche 
Projectionen haben : die Projectionen derjenigen Charakteristi- 
ken der beiden conjugirten Integral Oberflächen, welche die 
Punkte ^Q mid ^/ oder ^^' und ^^ (die Projectionen müssen 
sich nämlich schneiden) passiren. 

2) Die partiellen Differentialgleichungen zwei- 
ter Ordnung im Allgemeinen. Wir haben diese DiflFe- 
rentialgleichungen in solche mit reellen und in solche mit 
imaginären Charakteristiken getheilt, jenachdem die Grösse 

g- j — 4 V- VT- = W wesentlich positiv oder wesentlich nega- 
tiv war. Um diese Unterscheidung behufs der nachfolgenden 
Untersuchungen genauer durchzuführen, bemerke ich, dass 
man eigentlich nicht die Diflerentialgleichungen , sondern die 
Integraloberflächen nach dem Vorzeichen von W in Klassen ein- 
zutheilen hat. Denn abgesehen davon, dass die Grösse W in 
den gleich näher anzugebenden Fällen wesentlich positiv oder 
negativ ist, kann sie ihr Zeichen von einer Gegend des Raumes 
zur andern, auch auf einer Integraloberfläche wechseln. 

Es sei zunächst W eine Function von o?, y, z allein. Dann 
trennt, allgemein zu reden, die Oberfläche W=0 den Raum in 
Partieen, wo W positiv, und in solche wo Wnegativ ist. (TTkann 



(; 
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beim Durch&^ang durch die Fläche W=0 auch sein Zeichen be~ 
halten). In denjenigen Theilen des Baumes, wo W negativ ist, 
werden die Integraloberflächen keine Contactcharakteristiken 
haben, und wenn eine Oberfläche vom positiven Raum , durch 
WssO hindurch, in den negativen sicherstreckt, so reichen ihre 
Charakteristiken nur bis zur Schnittlinie der Integraloberfläche 
und der Oberfläche W=0. Ist ferner z. B. W=p, so wird es 
negativ, sobald die z Ordinate der Schnittlinie der Integral- 
oberfläche mit einer Ebene, für die y = constans ist, bei zu- 
nehmendem X abnimmt, ein Fall, der allerwärts im Räume 
stattfinden kann: und dies rechtfertigt die Bemerkung, dass 
wir die Integraloberflächen nach dem Zeichen von W ein- 
zutheilen haben. 

Was die Differentialgleichungen betriflt, bei denen W sein 
Zeichen beibehält, so steht mit stets reellen Charakteristiken 
obenan die Klasse : 

P{i^j Vi ^, P, ?, s, ur—vt) = 0, 
wo u und V stets positive Funktionen bezeichnen, also z. B. die 
Differentialgleichungen, bei denen einer der äusseren zweiten 
Differentialquotienten r, s, t fehlt. Stets negativ ist W u. a., 
wenn F nur aj, y, z, p, q, ur-^vt enthält, u. s. f. 

Von den Klassen von Differentialgleichungen, bei denen 
W stets positiv oder stets negativ , oder wechselnden Vorzei- 
chens ist, sondert sich ab die Klasse, bei der W stets Null ist. 
Diese hat eigenthümliche Eigenschaften, die wir zum Theil 
schon kennen, und welche gänzlich abweichend sind von denen 
der übrigen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Bezüglich des Folgenden ist nun vorauszuschicken, dass die 
Untersuchung vorläufig gar nicht auf die Differentialgleichungen 
mit negativem Weingeht, und dass die zu findenden Resultate 
auf sie keinerlei Bezug haben. Man wird daher, bevor man 
diese Resultate anwendet, jedesmal das Vorzeichen von W prü- 
fen müssen. 

Von grossem Interesse ist die Untersuchung der Art, wie 
die Charakteristiken auf der Integraloberfläche an der Stelle, 
wo W sein Zeichen wechselt, ein Ende nehmen. 

Damit ist gemeint, was folgt. Betrachten wir die gewöhn- 
liche Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades : 



g. 4 07. XVII. D. Charakt. sind d. spontan. Grenzen d. Integratofoerfl. 235 

dx ' 

wo u und w von x und y abhängen. Die durch diese Differen- 
tialgleichung definirte Kurvenschaar bedeckt einen Theil der 
ccy Ebene. Der übrige Theil ist der Ort von Punkten, in denen 

^ complex wird. Sehen wir ab von den imaginären Werthen, 

die u und w erhalten können, oder nehmen wir vielmehr an, 
dass sie durch die ganze xy Ebene reell sind, so bedeckt also 
die Kurvenschaar den Theil der xy Ebene , in welchem w po- 
sitiv ist, und in der Begrenzung dieses Theils wird, allgemein 
zu reden, w gleich Null sein. Diese Begrenzung der Kurven- 
schaar kann deren Enveloppe (im gewöhnlichen Sinne) sein, 
d. h. mit den sie berührenden Kurven die geometrische Tan- 
gente gemein haben. Wir wollen mit dem Namen Enveloppe 
oder Umhüllungslinie aber den weiteren Begriff jener Begren- 
zung bezeichnen, auch wenn die Begrenzung nicht von den 
begrenzten Kurven tangirt wird, den letzteren Fall nur durch die 
Bezeichnung »glatte Hülle« unterschieden. Da die Gleichung 

der Umhüllungslinie to=0 ist, so ist g — h w^ » die Bedin- 
gung dafür, dass die Umhüllungslinie von den umhüllten Kur- 
ven tangirt werde. Wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist, so 
fragt es sich, in welcher Weise die Kurvenschaar in der Enve- 
loppe endigt. Da in der Enveloppe die geometrischen Tangen- 
ten -^ssu-^-w* und -^ssiU — w* sleich werden, so sieht 
dx d^x ^ ' 

man, dass die "Enveloppe der Ort von Bückkehrpunkten der 
Kurvenschaar ist. Diese Rückkehrpunkte sind von der Art, 
dass die beiden in ihnen endigenden Kurvenzweige einander 
berühren. Sie bilden Spitzen von Rosenstachel form. Man kann 
sich leicht ein Bild eines solchen Kurvensvstems verschaffen. 
Denkt man sich z. B. zu der Schaar der Tangenten eines Krei- 
ses die Schaar ihrer senkrechten Trajeptorien construirt , so hat 
jede einzelne Trajectorie ihre Spitze im Kreise; d. h. sie trifik 
den Kreis unter senkrechter Incidenz und wird auch so reflec- 
tirt. Es stehen beiläufig öfters Kurvenschaaren mit andern in 
der Reciprocität , dass der Ort der Rückkehrpunkte der einen 
die glatte Umhüllungslinie der andern ist, und umgekehrt, eine 
Reciprocität, welche eines sehr allgemeinen Ausdrucks fähig 
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ist, wie wir dies schon bei den Oberflächen, die von zwei Pa- 
rametern abhängen (§. 58), sahen. Wir wollen die ümhül- 
lungslinie, wenn sie der Ort der Rückkehrpunkte der umhüll- 
ten Kurvenschaar ist, eine »raue« nennen. 

Was nun die Contactcharakteristiken betrifll, so haben 

wir (§. 90) : 

»■57 ' 

dy = N^dx d^y = N_d^x 

dr-^N_dS'¥' F^dx = d^r-^- N^ d^s + F^'d^x = 

etc. etc. 

dj3 = (p -♦- N^q) dx d^z = (p -»- N_q) d^x 

etc. etc. 

In der beiden Schaaren gemeinschaftlichen Enveloppe ist 

W=0, und für W^=0 wird t^ = t^. Schreibt man N statt N^ 

für W=0, und bezeichnet mit d^ die Diflerentiale in der Rich- 
tung der Enveloppe , so würde eine glatte Enveloppe die Glei- 
chungen haben : 

d^=Nd^ 
d^r-^Nd^S'^'FQd^^ 

etc. 
dj^js = ( p + iVg) djga^sss 

etc. 

Dies ist ein vollständiges System, da den Differentialglei- 
chungen der Charakteristiken nur eine Gleichung zur Vollstän- 
digkeit fehlt. Es ist das System der Differentialgleichungen der 
glatten Enveloppen. Allein wenn noch die Gleichung der 
Integraloberlläche hinzukömmt, so können wir nicht ohne Wei- 
teres annehmen, dass die vorstehenden Gleichungen der Enve- 
loppe der Charakteristiken angehören, dass, wenn längs der 
Enveloppe die Differentiation in der Richtung der Charakteristi- 
kenelemente mit d, die Differentiation in der Richtung der En- 
veloppe mit dg bezeichnet wird, dj=d sei. Es sei /s=0 die 
Gleichung der Integraloberfläche, so kann man mit ihrer Hülfe 
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aus W die Dififerentialquotienten von z entfernen ^ wonach man 
dafür Wj schreiben mag. Dann sind: 

/•=o, w^,=o 

die Gleichungen der Enveloppe der Gontactcharaktenstiken, 
gleichviel ob der glatten oder der rauhen. Wie in dem Falle, 
wo Wnur von a?, y, z abhing, ist jetzt wieder Wj=0 die Um- 
grenzungsfläche des Raumes der reellen Charakteristiken, welche 
aber von den willkürlichen Bestandtheilen von /"ssO abhängt. 

In erster Linie drängt sich die Frage auf, ob in Betreif der 
Umhüllungslinie der Charakteristiken nicht allgemeine Regeln 
existiren, ob z. B. nicht alle diese Umhüllungslinien glatt seien, 
etc. Bei der grossen Bedeutung dieser Frage für die Theorie, 
mit der wir uns hier beschäftigen, wäre deren Erledigung sehr 
erwünscht, allein wir müssen zu Gunsten noch dringenderer 
Fragen an dieser Stelle darauf verzichten, tiefer in den Gegen- 
stand einzudringen. 



§. 108. 

Die Variation der Integraloberfläche als Folge der Variation der 

Grenzen. 

Man denke sich eine Integraloberfläche einer Dififerential- 
gleichung F (cd, y, z, p, 5, r, «, f) = und die willkürliche Grenze, 
durch welche sie bestimmt wird, sei z. B. erstens ihre Schnitt- 
linie K mit einer auf der xy Ebene senkrechten Ebene , und 
zweitens die Neigung, unter der die Integraloberfläche diese 
Ebene passirt. Stellen wir uns die Integraloberfläche variirt 
vor und zwar so, dass die erste und zweite Integraloberfläche 
eine Charakteristik gemein haben, so ist die Variation der In- 
tegraloberfläche sonst vollkommen willkürlich bis auf die der 
Grössen p, q, r, s, t in der gemeinsamen Charakteristik, wo 
dp^ dq^ rfr, äSj dt verschwinden (§. 91). Mithin ist auch die 
Variation der Grenzkurve K bis auf die Variation der Tangente 
und des Krümmungshalbmessers der Grenzkurve im Punkt, 
wo sie von der gemeinsamen Charakteristik geschnitten wird, 
durchaus willkürlich. Lässt man die Grössen dr, ds, dt nicht 
verschwinden, sondern nur dp, dq, so ist die gemeinsame Kurve 
keine Charakteristik, verläuft ihr aber unendlich nahe, und 
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verschmilzt mit ihr, wemi die Yariationen dr, ds, dt verschwin- 
den (§. 101). 

Wenn man ausserdem die Integraloberfläche so variirt, 
dass in der Durchschnittskurve der ursprünglichen und der 
variirten Oberfläche nicht allein dp und dq, sondern auch die 
Variationen aller Dififerentialquotienten bis zur n— Isten Ord- 
nung incl. verschwinden, und man differenzirt die partielle Dif- 
ferentialgleichung im Ganzen n— 2mal, darunter mmal nach y, 
so kommt (§. 50] : 

^ bF , »• ÖF . » dF „/(«-«) n 

«S- + ^Ä" + ^y7"*-'m — 0. 

fn Or m-htOS m^tOt "* 

Diese Gleichung, sowie die Gleichungen : 

n — 1 n n 

dz^zdx-^zdy 



n — i n n 

z = zdx -^ Z 

m m m-i-i 

n — 1 n n 

dz = zdx-hzdy 

m + 1 m+i m + > 



nach den nten Differentialquotienten variirt, und die Variatio- 
nen eliminirt, erhält man wieder die Differentialgleichung der 
Charakteristiken. 

Man denke sich nun die Kurve K bis zu einem Punkt ^, 
veränderlicher Gestalt, von ^^ ab aber fest, und nennen den 
festen Theil JST,», den veränderlichen K^, Zur Bestimmung von p 
und q längs der Kurve K sei ihr parallel und unendlich nahe 
eine zweite K' gegeben, die ebenfalls durch einen $, unendlich 
nahen Punkt in einen variabeln Theil JST^' und einen festen JST/ 
getheilt wird. Variirt man nun vom Punkt ^^ an die Kurven Kg^ 
und Kf^' dergestalt, dass K^ und K/ in K^^ und JST^' mit einer 
Sletigkeitsunterbrechung n-H Ister Ordnung übergehen, so dass 
also im Punkt ^^ erst der nte Differentialquotient der Kurven 
K und K' eine Variation erfährt , so kann man nun drei Inte^ 
graloberflächen unterscheiden : Erstens die durch K( gebende^ 
zweitens ihre Fortsetzung, die durch K^ geht. Diese beiden 
bilden die Oberfläche 0, die von vorne herein gegeben war. 
Drittens die durch Variation von JST^ erhaltene Oberfläche, welche 
mit eine den Punkt ^^ passirende Charakteristik gemein hat. 
Man mag also den Theil jBT^ der Grenzkurve variiren, wie man 
will , sobald für den Punkt ^^ die Variationen von p, q, r, s, t 
verschwinden, ist jene Charakteristik die Grenze der festen 
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Oberfläche 0,-, welche durch K^ geht, und der variabeln 0^, 
die durch Kf^ geht. 

Bezeichnen wir das Winkelgebiet zwischen K^ und der 
Charakteristik C^, die durch ^^ geht, mit L (AT,-, ^j, C,), dessen 
Nebenwinkelgebiet aber mit L (ÄT^, ^|, C,), so führe ich noch 
als Ergebniss der Construclion an, dass die Schnittlinie der 
variirten Oberfläche mit der Oberflache dann innerhalb des 
L (Kq^ ^j, CJ fällt, wenn in ^^ dp und dq nicht verschwinden, 
in welchem Falle die Schnittlinie übrigens auch keine Charak- 
teristik ist (§. 104). 

§. 409. 

Folgerungen aus dem Vorigen. Beziehung zwischen den beiden 

Schaaren der Charakteristiken. 

Aus allen diesem gehl hervor, dass die Charakteristik C^ 
die Grenze ist, bis zu der die Oberfläche durch K^*) bestimmt 
ist, da eine Veränderung von K^^ ihren Einfluss nicht über die 
die Grenze des Gebietes 0^ erstreckt, nämlich nicht in den 
Winkelraum L [K'v ^v ^i) hinein. 

Nun wissen wir, dass durch den Punkt ^^ zwei Charakte- 
ristiken gehen, weil wir es mit einer partiellen Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung zu thun haben. Bezeichnen wir die 
die andere Charakteristik mit C/, so steht sie in Bezug auf 
die vorliegende Betrachtung in folgender Beziehung zu C, : 

Denkt man sich iT^ fest und JST,- veränderlich, so erstreckt 
sich der Einfluss der Variation von K^ nicht über die Charakte- 
ristik 0/ hinaus in das Winkelgebiet L (^a> ^v ^i)f ^^ ^^^^ 
dieses durch die Grenze JST^ bestimmt wird. Daraus folgt aber 

^vieder, dass die Gebiete L {^v ^v ^i) ^^^ L i^ai ^n ^t) ^^^^^ 
übereinander fallen können , weil dies mit dem Früheren nicht 
stimmen würde, indem alsdann ein Theil von 0, der sich in das 
Gebiet L{f^iy ^u ^i) erstreckte, auch dem Einflüsse von K^ 
unterläge. 



*) Ich bemerke , dass wenn ich hier in der Folge von der Grenze K 
oder von einer Kurve £*, welche die Integraloberfläche bestimmt, rede^ 
dies der Kürze halber geschieht und damit selbstverständlich immer die 
Doppelkurve, aus zwei einander unendlich nahe verlaufenden Kurven be- 
stehend, gemeint ist , wie sie zur Bestimmung der Integraloberfläche als. 
ausreichend erkannt wurde. 
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Wenn wir also die eine feste Spitze eines Zirkels in ^^ 
einsetzen, die andere bewegliche in einen Punkt von Ä|, der 
nahe an $^ liegt, und den Zirkel nun so drehen, dass die be- 
wegliehe Spitze, auf gleitend, schliesslich in iT^ anlangt, so 
wird sie, bevor sie iT^ erreicht, erst Cj und dann C/ passiren. 



§. HO. 

IHe vollBtandige Begrenzung des durch ein Stuck einlaufiger 
Grenzbedingung bestimmten Stückes Integraloberfiäche. 

Wir werden nunmehr übersehen können, wie das Gebiet 
begrenzt ist, innerhalb dessen ein Grenzkurvenstück die Inte- 
graloberlläche bestimmt. 

Denken wir uns nämlich noch einen Punkt ^g ^^^ ^^^ 
Kui*ve K und zwar in dem Theil , der K^ genannt wurde , und 
bezeichnen jetzt das zwischen den Punkten ^^ und ^^ '^^"' 
gende Stück durch K^ ; und die ausserhalb K^ liegenden Theile 
der Kurve K, jenachdem sie an ^^ oder ^^ grenzen, mit Kf^ und 
Kfjl; die laharakteristiken, welche ^j passirpn, mit C^ und C/, 
diejenigen, welche ^g passiren, mit C^ und Cj , so dass C^', C^, 
Cg , Cj in der iochtung ^^ ^^ die Reihenfolge der Charakteristi- 
ken ist : dann bestimmt die Kurve K, von ^^ an nach iT^' zu 
genommen, das Winkelgebiet L (JSr,-4-ir^', $,, CJ, und da eine 
Variation von iT^' ihren Einfluss nur bis C^ erstreckt, so haben 
wir hiermit die vollständige Begrenzung des durch K^ allein 
bestimmten Gebietes. 

Die Begrenzung besteht einerseits aus dem 
Kurvenstück iT^, andererseits aus den beiden Cha- 
rakteristiken C^ und C^'. Diese schneiden sich in 
einem auf liegenden Punkte $. Daher liegt das 
von K^ bestimmte Gebiet innerhalb eines Kürven- 
dreiecks, und die Charakteristiken C^ und G^ sind 
dessen spontane Grenzen. Ich werde dieses Gebiet fortan 
mit A,- bezeichnen, denn es empfiehlt sich wohl, dafür eine 
consequent durchzuführende Bezeichnung festzusetzen, da es 
in der Theorie der einläufigen Grenzbestimmung häufig zur 
Sprache kommen wird. 

Bemerkung!. Denkt man sich auf dem Grenzstück K^ 
zwischen den Punkten ^^ und ^2 zwei Punkte JI^ und ilg be- 
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weglich, so bestimmen diese beiden Punkte in jeder relati- 
ven Lage die Spitze II eines neuen Integraldreiecks z/,*, dessen 
Basis die Grenze zwischen 11^ und IT^ ist. Nehmen nun 17^ und 
II2 nacheinander alle möglichen relativen Lagen zwischen $| 
und $2 ^^j so wandelt der Punkt 11 im Dreieck /J^ mit der Ba- 
sis Ki umher und nimmt dort alle möglichen Lagen an. Er be- 
schreibt also die Integraloberfläche /J^ mit der Basis K^, Diese 
Betrachtung führt beiläufig zu der Ansicht, dass für die par- 
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung deren beide 
Charakteristikenschaaren das naturgemässe Coordinatensystem 
sind. Auch besteht ja die Beduction der linearen Differential- 
gleichungen (§. 95) in nichts anderem als in der Einführung 
dieses natürlichen Coordinatensystems. 

Bemerkung II. Wegen dieser neuen Eigenschaft der 
Charakteristiken , spontane Grenzen zu sein , habe ich bereits 
an einer früheren Stelle dieser Schrift partielle Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung angegeben, deren Charakteristiken 
geometrische Eigenthümlichkeiten besitzen, welche nun an In- 
teresse gewinnen. So sind z. B. die spontanen Grenzen' der In- 
tegraloberflächen der Gleichung (§. 63) 

allemal Krümmungslinien dieser Oberflächen, u. s. f. 



§. 111. • 
OleiohnJss 8ur Beleuchtong des IViiheren. 

Es sei mir gestattet, die so eben entwickelten Vorstellungen 
durch einen Vergleich zu lebhafterer Anschauung zu bringen. 

Denken wir uns die Grenze K aus einem Paar von ihrer 
ganzen Länge nach in Berührung stehenden (etwa zusammen- 
gelötheten) Dräthen bestehend, denen eine beliebige Krümmung 
ertheilt ist. Die Dräthe sollen feraer in Glasfluss getaucht sein, 
worauf man das Glas von ihnen in einer Fläche abgezogen ha- 
ben mag, jedoch so, dass die beiden Dräthe in der Glasfläche 
liegen, deren Grenze sie somit vorstellen. 

Nun stelle man sich die Dräthe gleichzeitig in einer gewis- 
sen Länge Kf eingespannt vor, so dass eine gleichviel wie be- 

P. ou Bois-Bbymomd, Beiträge. 1 6 
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schaifene Biegung der Diüthe ausserhalb der eingespannten 
Stelle auf' die Form dieser von gar keinem Einfluss sein kann. 

Biegt man jetzt das Dröthepaar an der einen Seite von K^, 
si) entspricht diese Biegung der Variation von J^^, und zwar 
auch insofern, als sie, wenigstens zwischen gewissen Grenzen, 
an der Uebergangsstelle von dem IokScu in den eingespannten 
Drath die Grössen p und q der Glasfläche nicht berührt. Man 
muss sich nun denken , das Glas sei nicht elastisch , sondern 
beinahe absolut spröde , so dass eine sehr kleine und nicht erst 
eine merkliche Biegung der Dräthe eine Spaltung der Glasfläche 
zur Folge hat. 

Dann wird bei einer kleinen Formveränderung des Drath- 
paares, vom einen Endpunkt von K^ beginnend, ein Sprung 
durch die Glasfläche gehen, und dieser Sprung wird das Gebiet 
des Glases, dessen Gestalt wesentlich von K^ abhängt, von dem 
ausserhalb gelegenen trennen. Bei den Integraioberflächen der 
partiellen Diflerentialgleiehungen ist dieser Sprung der altem 
MoNGs'schen Deflnition gemäss eine Charakteristik. Eine Bie- 
gung des Draths an der andern Seite von K^ vnvd dann einen 
zweiten Sprung veranlassen, und wenn beide Sprünge sich 
trefibn (was im Allgemeinen der Fall sein wird), so schneiden 
sie das an der Drathstelle K^ haftende dreieckige Stück A,- der 
Glasfläche aus. 

§. 112. 

Einfia.che und doppelte Bestimmung eines Stücks Integralober- 
fläohe und die Fortsetzung der Grenzdisoontinuitäten in das 

Innere deorintegralobeirftä^ie. 

Es folgen aus den obigen Betrachtungen noch einige , wie 
ich glaube , nützliche Bemerkungen. Theilt man nämlich die 
Kurve K durch einen Punkt ^ in einen Theil K^ und den daran- 
stossenden K2, nennt C und C die den Punkt $ passirenden 
Charakteristiken, und setzt fest, dass C am nächsten K^ ist, so 
bestimmt K^ für sich das Winkelgebiet L (iT,, % C) und Jf^ für 
sich das Winkelgebiet Z. (JS^^ , ^ , C) . Das Gebiet Z.(0, ?, C) 
wird weder von K^ noch K^ allein bestimmt, sondern beide 
Theile dienen gleichzeitig zu seiner Bestimmung. 

Es seien z. B. K^ und K^ zwei Kurvenstücke von endli- 
chem, aber ganz verschiedenem analytischen Gesetz, die im 
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Punkt $ mit einer Unstetigkeit dritter oder höherer Ordnung 
an einander stossen : dann bestimmt die Kurve K in ihrer Ge- 
sammtheit die Integraloberfläche so, dass der Theil Z.(^i7 ^j C) 
nur von dem Gesetz K^ , der Theil L (Ä^, ^, C) nur von dem 
Gesetz JSTj abhängt, in L [0, ^, C) dagegen beide Gesetze sich 
mischen. 

Da nun die drei Gebiete Z.(Ä'^, % C), L (C, "^, C), L (C\ % K^) 
von drei verschiedenen Gesetzen abhängen , so werden auch in 
ihren Begrenzungen Unstetigkeiten stattfinden. Daraus folgt, 
dass eine Unstetigkeit in der Grenze sich in die Integralober- 
fläche nach zwei Richtungen fortpflanzt, nämlich im Sinne der 
beiden den Unstetigkeitspunkt passirenden Charakteristiken. 
äo wird sich, glaube ich, eine Unstetigkeit von der gehörigen 
Ordnung in der Grenze einer Integraloberfläche einer partiellen 
Differentialgleichung nter Ordnung nach nRichtungen in die 
Integraloberfläche fortpflanzen*). Um auch hierauf unser Gleich- 
niss vom vorigen § anzupassen, wäre anzunehmen, dass die 
Discontinuität vom Endpunkte von K^ sich in die Glasfläche 
fortpflanze, und dass die Glasfläche eine Discontinuität von einer 
gewissen Ordnung an nicht vertragen könne, so dass ein Sprung 
entstehe. 

Die bestimmende Kraft von K^ und K^ auf (C, ^, C) ver- 
mittein die Charakteristiken C und C\ Daher bestimmen diese 
fttr sich das Gebiet (C, $, Cf). Es könnte sich freilich fragen 
(S. 217 Anm.), ob, wenn nur die Charakteristiken ohne weitere 
Bedingung gegeben wären , das von ihnen eingeschlossene Ge- 
biet ebenfalls bestiihmt sein würde, oder ob zu diesem Behuf 
längs der Charakteristiken noch irgend eine Bedingung zu er- 
füllen sei. Diese köntite aber nur die dritten und höheren par- 
tiellen Differentialquotienten von z betreffen , da die ersten und 
zweiten längs der Charakteristiken bestimmt sind , und es ist 
wohl höchst unwahrscheinlich und liegt nicht in der Natur der 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, dass gerade 
eine solche Bedingung erforderlich sei : weshalb ich nicht be- 



*) Bei den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und den- 
jenigen nter Ordnung, bei welchen die Differentialgleichung der Charakte- 
ristiken, (§. 93) nach -^ aufgelöst, n gleiche Wurzeln hat, giebt es dem Texte 

dx 

gemäss nur eine Fortpflanzungsrichtung für die Discontinuitäten. 
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zweifele , dass zwei sich schneidende Charakteristiken C und (f 
das Gebiet [Cy $, C) bestimmen, wiewohl ich vor der Hand 
keine besseren Gründe dafür habe, als die angeführten. 

neber die Form des Integrals der partiellen DifliarentialgleiflhTingeTi. 

Endlich dient diese Betrachtung noch dazu, um über die 
Form des Integrals der partiellen Differentialgleichungen eini- 
gen Äufschluss zu erhalten. 

Da nämlich die Portion K^ der Grenze das dreieckige Stück 
Aj der Integraloberfläche bestimmt, als dessen Basis wir 
K^ , und als dessen Spitze wir den Durchschnittspunkt ^ der 
Charakteristiken C, und C^ ansehen wollen , so übersehen wir 
leicht, dass die Coordinaten der Spitze $ als Funktionen des 
Stücks K^ der Kurve JST, welches die ?ß passirenden Charakte- 
ristiken ausschneiden, von den Coordinaten aller Punkte dieses 
ausgeschnittenen Kurvenstücks abhängen : dergestalt, dass die 
Variation irgend einer Portion des Kurvenstücks K^ im Allge- 
meinen eine Variation der Coordinaten von ?ß bedingt. 

Betrachtet man nun die Coordinaten von $ als die laufen- 
den der Integraloberfläche, so sind alle früheren Ausführungen 
über die spontanen Grenzen, u. s. w. in dem einen Grundsatz 
enthalten , dass diese Coordinaten Funktionen aller Punkte von 
K innerhalb der $ passirenden Charakteristiken , dagegen von 
den Punkten ausserhalb durchaus unabhängig sind. 

Nennen wir wieder Sß^ und ^^ die Schnittpunkte von C^ 

und C2 mit JST, und bezeichnen mit ^^'(JST) eine Funktion aller 

Punkte von K zwischen ?ß^ und ^^ und mit o?, y, z die Coordi- 
naten von ^, so hat also das Integral der partiellen Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung die Form : 

« 

und die Coordinaten von ^^ und ^^ wären daraus mit Hülfe der 
ähnlichen Gleichungen : 



^*o 



zu eliminiren. 



y = 6C W 
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BezeicbneD wir ferner mit d^ die Yariation vod K ausser- 
halb der Punkte ^q, ^,, mit d^ eine Variation von K zwischen 
diesen Punkten, so genügt das Integral den Gleichungen : 

Die Bezeichnung d{z) isl §. 4 erklärt. 

Noch einige Fälle sind zu erwähnen. Ist erstens A^^ von 
z und dessen Differentialquotienten frei, so wird : 

diZ = di {z) + (p + iV^ q) diX 
und sind N^ und N_ gleichzeitig davon frei, so ist : 

Ueber die Form der Funktion ^ ist es kaum möglich, mehr 
zu sagen , als dass sie vermuthlich ein Integral einer von der 
Grenzbedingung abhängigen Funktion sein wird , worauf Rir- 
HAifN's im letzten § zur Sprache kommende Integration hin- 
deutet. 

Was die Differentialgleichungen höherer Ordnungen be- 
trifift, so scheint mir das ganze Raisonnement der vorhergehen- 
den §§ fast ohne Modification auf sie erweitert werden zu 
iLönnen. Zwar habe ich in der bisherigen Schlussfolgerung 
einige Lücken ausfüllen müssen durch Anführung der Ergeb- 
nisse der Construction , die sich nur mit den partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung beschäftigt hat : ich glaube 
indessen es für unzweifelhaft erachten zu dürfen, dnss die In- 
tegrale aller partiellen Differentialgleichungen eine der obigen 
ähnliche Form annehmen. Nur wird man bei einer partiellen 
Differentialgleichung nler Ordnung zu untersuchen haben, 
welche zwei von den n Charakteristiken, die den Punkt ?ß pas- 
siren, das Stück K^ begrenzen. 



§. 114. 

FartieUe Differentialgleiehuiigen zweiter Ordnimg» bei denen 

N+ = N_ ist. 

Schliesslich ist noch der Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung zu gedenken, bei denen A^^ = N _ ist. 
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Nimmt man das Sltlok Ä'; als fosi an, und stellt sich vor, 
die allgpiru^nß Differenliolgleiclmng [boi der N_^ nicht gleich 
N_ ist) f;ehe Allroütilig in die Porai {N^ = N_] über, so i-UcVl 
der Piinlil Sß (die Spitze \on A,-] ins Unbegron/.le fort, wahrend 
sowohl die Chnraklcrisliken C[ und C,', wie C^ iind.J 

nahern und zusammenfallen. Bei dieser Nilliening mögj 

C, und C,' und aus C, und C^' cutstandenen zwei Gbarnklerift 
mit C, und (^' bezeichnet werden. Hier bestimmt demiMdi itf 
ein Stück IntegraloberflBche , welches, gani wie dies bei deo 
partiellen DiSerentialgleichungen erster Ordnung gescbielit, eiil- 
geschlossen ist zwischen den beiden Charakteristiken C, und C,', 
die sieh nicht schneiden können, ausser in tirenzfHJlen (wie die 
Integralconoide) . Daraus würde folgen, dass die Form der gan- 
zen Charfikteristik Ci keine Aenderung erfahren kann, wem 
wir ein an C^' angrenzendes Sttlck von £,- variir«i. Indem wir 
nun dieses variirte Stück gegen C^ zu wachsen lassen, ^imäi 
wir das nicht variirte Stück auf ein Hinimtun beschränken,^ es 
unendlich klein werden lassen. 



8. <t6. 
Die spontanen Ctawnien bei den >weUnii%en Orenabedlngiuicmi 

Diese seien tmtcr der Form zweier in endlicher Entfeniiing 
von einander befindlichen Kurven gegeben, welche die Inte-' 
graloberflache gleichzeitig zu passiren hat. Um der Voralellimg 
einen Anhfill zu vcrschaCTen, denken wir uns in der ity Ebene 
der X Axe parallel zwei gerade Linien K imd St- Zu K constmi- 
ren wir eine unendlich nahe Grenzkurve K", welche zur Besäqi— 
mung von p und q dienen soll. Nun nehmen wir anf K nod-K' 
das Stück Kf mit Kj an, wodurch Aj bestimmt wird. Di& Lftge 
der Spitze $ von A^ wird mit der Lage und Lange von Kf ndd 
dem Gesetz von'fj' variiren. Sie wird nicht nur einen Banm 
beschreiben , sondern sie wird fUr continuiriiche Folgen von 
Werthesystemen jener variabelen Elemente an einem Pimkt des 
Baumes verweilen können. 

Man denke sich zuerst das Gesetz von K' fest, imd Lage 
und Lunge von Kj so bestimmt, dass ^ in die zweite Ge- 
rade ^ f^Ut, was im Allgemeinen möglich sein wird, weil die 
Linien K und K' eine Flüche bestimmen, die einen Punkt $ mit 
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ffi gemein hnhen kann. ,Iede Vurhilioii von A'' uinl i'inc Ver- 
schiebiinji von '^ zur Folge habfn. 

Es ist nun anzunehmen, dös Goselii ^'on A'' kCniie so eio- 
gerichlet werden, dass wührenJ man Lange iind l-üge von Kj 
SP variirt, dnss Piinkt ^ (iie Linie Ä' nicht vcrlflsst, die beiden 
i^l begrenzenden Ghnnikleristikcn eine bitegmlohnrlliLche be- 
schreiben . 

Was die jinalytische Hedeutung dieser Betrachtung an- 
belangt, so wird ^ bei jeder Verschiebung von K^ notbwen- 
dig die Linie St verlassen, wenn die durch Kuod K' bestimmte 
Integra loberflache nicht durch $i hindurchgeht. Für das Gesetz 
K' entsteht also bei der diß'erentialen Verschiebm^ von JT^ eine 
Dißerentialbedingung , wenn ^ auf ^ bleiben soll. Diese Be- 
dingung wird die Form einer Diflerenzengleichuof; anuebmen, 
da sie darin besteht, die Variation der Grenzea ^^ und ^^ in : 

x = ^^[K,K'), a; = etc., y=oetc. 

durch die bekannten Variationen von x, y, s in der Linie fi aus- 
EudrUcken und das Gesetz £" demgemUss zu bestimmen. Hat 
man diese Bestimmung ausgeführt, so beschreibt A^ bei der 
Verschttibuug von K^ in seinen succcssiveu Lagen ein Stück In- 
tegral oberflUcbe . 

Es niflgen ^, und ^^ die Endpunkte von Ä',-, fler bewegli- 
chen Basis von Aj, sein. Die Verschiebung von Kf geschieht im 
Sinne $, ^j, und zwar so, dass im Beginn der Verschiebung ¥, 
im Punkt [^J, um Ende ^^ im Punkt ($,) liegt. Bei dieser 
Verschiebung mag ^ auf fi den Weg ^' $" zurücklegen. Die 
Begrenzung des so eben cooslruirteu Stückes Integralober- 
flacbe wird somit : 1) und 2) die Geraden (1p,) ($,) und $'^"; 
3) und i) die Charakteristiken {^,)?' und ($a)?"- 

Die hier angedeutete Construction ersetzt die willkürliche 
Kurve K' durch Ä. 

Um'ein Beispiel hiervon zu geben , sei eine Integralober- 
fluche der Gleichung s=(p[cc, y, s, p, q) durch einen im positi- 
ven Quadranten der xy Ebene gelegenen Kreis zu legen. Die 
xy Projeclionen der ChHrakt«ri.stiken der Gleichung 5=9) sind 
der X und der y Axe parallel. Die vier der x und der y Axe 
parallelen Tangenten mögen den Kreis in den Punkten n^ , tt,, 
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^,, TT^ berühreB, and es sei n^ der o^ Axe, n^ der y Axe am 
nächsten gelegen. Wir constniiren nun das Stück A^ auf einem 
Halbkreis K^ , dessen Endpunkte $| und $, , der erstere zwi- 
schen TTj und ^4, der zweite zwischen ^^ ^^^ ^s liegen. Dann 
liegt die Spitze % von A^ zwischen tt, und tt^. Bewegt man 
nun den Halbkreis K^ so , dass der Punkt ^^ anfänglich in n^ 
liegt lind der Punkt ^^ schliesslich in tt, zu liegen kommt, so 
beschreibt ^ den Quadranten tt^ tTj, und der Ort der successi- 
ven Lagen von A,- ist die durch den Kreis zu legende Integral- 
Oberfläche. Bei dieser Gonstruction entspricht das Stück 
^4 ^1 ^2 ^8 ^^^ Stücke (^,) (^g) der allgemeinen Gonstruction, 
und das Stück n^ n^ dem Stück ^' ^". Beide Stücke stossen 
aneinander, wie dies bei geschlossenen Kurven, durch welche 
eine Integraloberfläche zu legen ist, stets der Fall sein muss. 
Gleichzeitig bemerken wir auch , dass in Grenzfällen die eine 
spontane Grenze von A^ sicft auf Null zusammenziehen kann; 
in welchem Fall die Integral Oberfläche ein Kurvenzweieck bil — 
det, wie das von dem Halbkreis 7t^ 7t ^ n^ und der Charakteri — 
stik TTj n^ eingeschlossene. 

Bezeichnen wir gegenwärtig das Stück (^,) (^g) durch [K}j , 
constniiren dazu das A,-, dessen Basis (A*,-) ist, und nennen es 
(A,), so geht (A,) durch S hindurch, und vnr erkennen, da&s 
in diesem B^lle (A,) bestimmt wird durch die beiden Stücke 
{K>i oder (fj(?j und Ä,- oder WW^- So können wir, wenn 
irgend ein A^ gegeben ist, die bestimmende Basis K^ und Kl 
stets ersetzen durch A'^- und ein beliebiges auf A^- befindliches 
Kurvenstück ß,-, welches aber die spontanen Grenzen schnei- 
den muss. 

Wir hätten dies Baisonnement auch so anstellen können, 
dass wir sagten, von der Grenze ^'?ß" an ist die Integralober- 
fläche weiter zu construiren, indem man ihr unendlich nahe 
auf der zuerst construirten Integraloberfläche eine zweite un- 
endlich nahe Kurve S' nimmt, und S und §! als neue Grenze 
auffasst. Allein, und ich bemerke dies hier ausdrücklich , man 
kann bei den partiellen Differentialgleichungen nicht über jede 
Kurve hinaus die Integraloberflächen weiter construiren. Wir 
haben dies bei den Grenzcharakteristiken der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung (§. Gö) schon gesehen, und 
bei den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, bei 
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denen f -v— j — ^ T~ • 'TT wesentlich negativ ist , scheint die- 
ser Umstand eine grosse Rolle zu spielen. Die Möglichkeit der 
Gonstruction muss also immer erst nachgewiesen werden. Bei 
den Differentialgleichungen , bei welchen jene Grösse wesent- 
lich positiv ist, geht aus dem Obigen hervor, dass die Grenzen 
der Integraloberiläche stets Charakteristiken sind, woraus man 
schliessen darf, dass bei ihnen jede Kurve nach zwei Seiten 
hin zum Ausgang der Gonstruction dienen kann*). 

Bei denjenigen Differentialgleichungen, welche Räumepor- 
tionen mit imaginären Charakteristiken zulassen, ist es vorläufig 
nicht zu entscheiden, was geschieht, wenn die für eine Grenze 
K^ construirte Integraloberfläche die Grenzoberfläche W^^O 
• (§. 107) erreicht. Es wird gerade dann die Frage zu erörtern 
sein, ob die Charakteristiken in einer glatten oder in einer rau- 
hen Umhüllungslinie endigen. Ausser den Enveloppen, deren 
Gleichung TF=0 ist, können die Contactcharakteristiken deren 
noch andere haben, welche aber nicht für beide Schaaren 
gleichzeitig Umhüllungslinien sein können. Will man sich nun 
bei Beurtheilung des Verhaltens der Integraloberflächen in den 
Contactcharakteristiken nach den partiellen Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung richten, so wäre zuvörderst anzunehmen, 
dass alle diese Enveloppen Rückkehrkanten, also ebenfalls 
Grenzen -für die Gonstruction sind. Es sind dies jedoch nur 
Muthmassungen. 

Ich begnüge mich mit diesen Andeutungen, denn wir strei- 
fen hier an Fragen zu schwieriger Natur, um durch dergleichen 
allgemeine Betrachtungen erledigt werden zu können. Ich sehe 
für die genauere Untersuchung aller dieser Dinge überhaupt 
keinen anderen Weg, als die synthetische Gonstruction, und 
zwar ist die geometrische, weil übersichtlicher, wohl der ana- 
lytischen vorzuziehen. 



*) Bei dieser Gelegenheit werde ich noch einen im Früheren über- 
gangenen Punkt zur Sprache bringen. Das durch eine Grenze K^ bestimmte 
Stück Integraloberfläche ist eigentlich nicht dreieckig , sondei n viereckig. 
Denn man wird die Integral Oberfläche offenbar nach dereinen Seite von JT,- 
so gut wie nach der anderen hin construiren können. So werden im obigen 
Beispiele der Kreis, und die Neigung, unter der die Integraloberfläche ihn 
trifft, noch vier Stücken Integraloberfläche bestimmen, deren Projectionen 
zwischen dem Kreise und den Tangenten an tIi, zr,, n^, rr^ liegen. 
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Bezü£!lieh der zwei läufigen GrenzbediDgungen noch eine 
Frage. T.egt man eine Integraloberfläche durch eine einfache 
Kurve JST, lässt diese Kurve fest, und variirt die Integralober- 
fläche, so schneiden sich die so entstehenden Integraloberflächen 
alle in der Kurve jfiT. Aber sie können sich ausserdem auch in 
anderen Kurven schneiden, und können Umhüllungsflächen ha- 
ben. Sind diese osculatorisch , so sind sie Integraloberfläcben. 
Man denke sich in endlicher Entfernung von K eine Ebene und 
auf dieser eine Kurvenschaar mit osculatorischer UmhUllungs- 
linie. Legt man durch AT und alle Individuen der Kurvenschaar 
Inlegraloberflächen, so geht deren Ucnhüllungsfläche durch die 
Umhüllungslinie der Kurvenschaar. Legt man aber durch K 
und diese Umhüllungslinie eine Integraloberfläche , so fragt es 
sich; Ist diese mit jener Umhüllungsfläche identisch? 



Was sich hier über die Form des Integrals der partiellen 
Differentialgleichungen zweiler Ordnung ergab, und was zu__ 

dessen Interpretation beigebracht wurde, ist gewiss herzlich 

wenig , wo es sich nun um die wirkliche Integralion einer sol — 
eben partiellen Differentialgleichung handelt. Allein wir sincl. 
uns bei der ferneren Untersuchung unserer Ziele doch klar be— 
wusst, und brauchen nicht mehr im Dunkeln umherzütappen. 



§. 116. 

Ueber die Integration der reinlineären partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. 

Eine sehr willkommene Bestätigung der in diesem Gapitel 
mitgetheilten Resultate ist uns durch Riemann^s*) Integration 
der Schalldifferentialgleichung geboten. Ich halte diese Inte- 
gration für den wichtigsten Fortschrilt, den die Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen seit Monge , Lagrange und 
FouRiER gemacht hat. Sie beruht auf einer geschickten Anwen- 
dung der GREEN'schen Methode , und führt zu einer Auflösung 
von der im vorigen § besprochenen Form. 

Zum Schluss des gegenwärtigen Kapitels werde ich unter 



♦) Ueber die Forlpflanzung ebener Luftweüen, bes. Abdr. S. < 8 u. ff. 
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Beibehaltung unserer Nomenklatur und Bezeicbnungsweise die 
Darstellung jener Integrationsmetbode folgen lassen, so weit 
deren tbeoretiscbe Ergebnisse auf die Ausführungen dieses Ca- 
pitels Bezug haben. 

Betrachten wir ohne Weiteres die reducirle (§. 95) »rein- 
lineäre«*) DiflFerentialgleichiing: 

WO u, V, w, U Funktionen von nur x und y vorstellen. 

F ist eine Grösse, die im ganzen Gebiet der xy Werthe 
verschwindet, und ebenso wird das Produkt ^F, wo ^ eine 
noch zu bestimmende Funktion von x und y vorstellt, im gan- 
zen Gebiet der xyWevihe verschwinden, wenigstens überall, 
wo ^ nicht unendlich wird. Es wird also auch eine Summe 
von Elementen von der Form : ^FdE^ über ein Stück E der 
scy Ebene genommen. Null sein. Das über E ausgedehnte Flä- 
chenintegral : 

S^FdE 

transformirt nun Riemann durch partielle Integration, und ver- 
fügt dabei unter zweckmässiger Wahl der Grenzen von E über 
^ dergestalt, dass unter den Integralzeichen nur noch bekannte 
Werthe von z und seinen Differentialquotienten an der Grenze 
vorkominen. Da bei dieser Transformation z auch ausserhalb 
der Integralzeichen vorkommt, und zwar für einen Punkt der 
Integra] Oberfläche, der nicht in der Grenze liegt, so hat man auf 
diese Weise die Auffindung von z abhängig gemacht von der 
Ermittelung zon ^. Dann ist ^ das Integral einer anderen rein- 
lineären partiellen Differentialgleichung <Z> ^ , die schon an 
sich leichter als FssO zu behandeln scheint. Wichtig ist aber 
der Umstand, dass die Grenzbedingungen, welche zur Bestimr 
mung von C dienen, unabhängig sind von den Grenzbedingun- 
gen für z. Man kennt mithin, gleichviel ob wir die Differential- 
gleichung <Z)=0 auflösen können oder nicht, nunmehr die Art, 
wie die willkürlichen Funktionen in das Integral von F=0 ein- 



*) Monge nannte linear die partiellen Differentialgleichungen , welche 
in Bezug auf die höchsten darin vorkommenden Differentialquotienten linear 
sind. Daher kann man die Differentialgleichung : s-^up-^vq-^wz+üssO^ 
wo u, Vt Wf U nur x und y enthalten, reinlineär nennen. 
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gehen, und dies scheint mir deshalb das theoretisch bedeu- 
tungsvolle Ergebniss des RiEMANN'schen Calcüls zu sein, weil 
es die Möglichkeit eröffnet, mit dem Integral vonF=sO zu rech- 
nen, auch in den Fällen, wo man über seinen vollständigen 
Ausdruck nicht gebietet. 

Wir wollen jetzt die Grösse O ^FdE in der angegebenen 
Weise transformiren. Durch partielle Integration zerfällt sie 
erstens in ein anderes Flächenintegral : 

S{z0'h^U)dE 

und dann in ein über die Begrenzung von E zu nehmendes ein- 
faches Integral : 

/(«^-■««-)*. 

wo ds ein Element der Begrenzungskurve bedeutet. 

Was zunächst die Flächensumme Ö betrifft, so ist : 

wenn man, wo es zweckmässig erscheint, die partiellen Diffe- 
rentialquotienten von ^ nach x und y mit /r, x, q, a, % bezeichnet. 

Das einfache Integral lautet : 

-/[r(p+«^)^ + ^(x-«g-f-](fe 11. 

Die Sumroationsrichtung auf der Begrenzungskurve ist dabei 
gewählt wie folgt. Denkt man sich das Flächenstück E in dem 
positiven Quadranten der a?y Ebene gelegen, so ßndet die Sum- 
mation für ein im Punkt a;=0, y=0 befindliches Auge in dem 
ihm zugekehrten Theil der Begrenzungskurve von links nach 
rechts statt. 

Bezüglich der einfachen Integrale können wir gleich eine 
Bemerkung machen: Die Grössen unter den Integralzeichen 
müssen vollständige Differentiale sein, wenn wir für einen 
Augenblick f/=0 annehmen und über ^ so verfügen, dass Ö>=0 
wird. Dann verschwindet nämlich das Flächenintegral und das 



I 



oder 
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Begrenzungsintegral, jedes für sich, und da das letztere über 
eine vor der Hand ganz willkürliche geschlossene Kurve zu neh- 
men ist, so niuss die längs dieser Kurve zu summirende 
Funktion ein vollständiges Differential sein ; ein Raisonnement, 
welches meines Wissens zuerst Glairaut in seinem schönen 
Buche sur la Figure de la Terre angestellt hat, wo er die hydro- 
statische Grundgleichung damit ableitet, wenn ich nicht irre, 
vor Entdeckung der Variationsrechnung. 

Die Vortheile der Transformation beruhen nun auf der 
zweckmässigen Wahl des Gebietes E^ innerhalb dessen die 

Summe i^^FdE genommen ist: Wir bestimmen dazu die 
CT?/ Projection eines Stücks A,- (§. HO) Integraloberfljiche der 
Gleichung F=sO und nennen diese Projection P(A,). Die Pro- 
jectionen der Charakteristiken der Gleichung F = sind die 
beiden Schaaren von Geraden, für die y und für die x constant 
ist. Also ist die Begrenzung von /^(A,) folgenderroaassen be- 
schaffen. Die drei Ecken von P(A,) bezeichnen wir 4) mit ^ 
oder (o?, y), 2) mit ^, oder (cr^, y), 3) mit ^^ oder (x, t/^), und 
es sei x^x^^ y^V^- Verbunden sind : ^ und ^^ durch die Cha- 
rakteristik y := constafis ; ^ und ^g durch die Charakteristik 
X =i constans ; ?ß^ und ^g durch das willkürliche Kurvenstück 
K^. Die einfachen Integrale sind dann in der Richtung ^i, ^2» ^ 
genommen. 

Betrachten wir nun zunüchst die Form I des Begrenzungs- 
integrals. Sie wird: 

wo nun ds ein Element der Kurve JST,- bedeutet. Da z und seine 
Differentialquotienten längs K^ als bekannt vorauszusetzen 
sind, so enthält dies einfactie Integral dann keine Unbekannte 
in Bezug auf z mehr, wenn z in den längs der Charakteristi- 
ken zu nehmenden Integralen nicht mehr vorkömmt. Um z 
daraus durch geeignete Verfügung über ^ beseitigen zu können, 
integriren wir ^q partiell, wodurch das Integral zwischen ^^ 
und ^ wird : 
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und hiermit ist die Tninsformation von i^^dE vollendet. 

Nun liegt es auf der Hand, wie ^ bestimmt werden niuss, 
damit man für den Punkt ^ z durch seine und seiner Differen- 
tialquotienten Grenzwerthe ausgedrückt erhalte. Es muss ^ die 
DifTorentialgleiohnng 

und die Grenzbedingungen : 

TT — 5^ = : Uings der Char : y = constans 
X — ^w = : längs der Char : x = constans 

erfüllen. Da nun diese Grenzbedingungen Differentialgleichun- 
gen sind, welche bei ihrer Integration die vollständigen Glei- 
chungen der Charakteristiken ^^ ^ und ^^g geben, so bestimmt 
sich die eine Integrationsconstantc durch die Bedingung, dass 
beide Charakteristiken sich schneiden. Zur Bestimmung der 
anderen Constanten ist es am zweckmässigsten, ^ für den Punkt 
$ gleich Eins zu setzen, denn dann ergiebt die Transformation 

von S ^FdE endlich : 

wenn wir schlechtweg mit z den Worth dieser Variabein für 
den Punkt ^ bezeichnen. An der rechten Seite vorstehender 
Gleichung kommt gegenwärtig, ^ als bekannt vorausgesetzt, 
nichts Unbekanntes in Bezug auf z mehr vor. 

Daher ist nun wirklich die Bestimmung von z auf diejenige 
einer Funktion ^ zurückgeführt, welche neben der Gleichung 
<Z>=0 nur solche Grenzbedingungen zu erfüllen hat, die von 
der Beschaffenheit der Kurve JST,-, also von den für z gegebenen 
Grenzbedingungen bis auf die Lage der Spitze ^ von P(A,) 
unabhängig sind, und das Integral der Gleichung F=0 hat die 
im §. 113 geforderte Form. 

Führt man die nämliche Transformation auf Grund der 
Form U des Begrenzungsintegrals durch, so findet man : 
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^2 



Die Bedingungen zur Beslimmiing von ^ bleiben unverändert. 
Durch Addition der beiden Ausdrücke für ä, wird die Form des 
Integrals symmetrisch. 

Zu bemerken ist noch, dass, wenn dem Integral von ^^ 
bis ^2 z. B. im ersten Ausdruck für z die Form: 



^% 



[.|(.-„0-J-H»C*j-K&*]* 

gegeben wird, und man nimmt w = an, die Grösse in der 

Klammer || wegen er— -^ — ->— = ein vollständiges DifTe- 

renlial ist , daher durch partielle Integration z unter dem Inte- 
gralzeichen allerwUrts durch p und q ersetzt werden kann. 

Was nun die Bestimmung von t betriflPt, so ist dies eine Auf- 
gabe für sich , mit der wir uns hier noch nicht beschäftigen 
können. Für den Fall, wo 

Q}=a r V— = 

da? Oy 

ist, und wenn u eine gewisse Form hat, welche die Auffindung 
partikulärer Integrale der Gleichung (2> = gestattet, ist die 
Aufgabe von Biemanx vollständig gelöst worden. 



Ende des ersten Heftes. 



Druck vuii Breitkoi>f und Ilärtcl in Leipzig. 
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